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第零章 工數修課相關資料 

 

100年度第2學期行事曆-----------------------------------------------1 

工數二修課名單------------------------------------------------------2 

寫在前面------------------------------------------------------------4 

歷屆資訊 1994-2012 --------------------------------------------------5 

海大河工系數學相關課程規劃------------------------------------------6 

海大工學院基礎數學課程教學內容--------------------------------------7 

河工系 2B 上課日程與內容---------------------------------------------8 

李家瑋領班心得------------------------------------------------------9 

編輯小組同學心得---------------------------------------------------10 
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001 電機工程學系 2A 00053202 周信佑  

002 河海工程學系 2B 09952101 黃子翔  

003 河海工程學系 2B 09952102 劉家如  

004 河海工程學系 2B 09952103 余柏宏  

005 河海工程學系 2B 09952104 張永霖  

006 河海工程學系 2B 09952105 張力  

007 河海工程學系 2B 09952106 藍舒平  

008 河海工程學系 2B 09952107 吳旭強  

009 河海工程學系 2B 09952108 陳弘彝  

010 河海工程學系 2B 09952109 邱駿豪  

011 河海工程學系 2B 09952110 陳峙霖  

012 河海工程學系 2B 09952111 邱揚凱  

013 河海工程學系 2B 09952112 黃仲安  

014 河海工程學系 2B 09952113 吳振豪  

015 河海工程學系 2B 09952114 高怡絹  

016 河海工程學系 2B 09952115 王藝潔  

017 河海工程學系 2B 09952116 王昱璁  

018 河海工程學系 2B 09952117 張恩慈  

019 河海工程學系 2B 09952118 郭哲瑋  

020 河海工程學系 2B 09952119 李柏霖  

021 河海工程學系 2B 09952120 謝晴杰  

022 河海工程學系 2B 09952121 李佩蓉  

023 河海工程學系 2B 09952122 顏立翔  

024 河海工程學系 2B 09952123 許少陵  

025 河海工程學系 2B 09952125 李佩諭  

026 河海工程學系 2B 09952126 戴 薇  

027 河海工程學系 2B 09952127 林竹恩  

028 河海工程學系 2B 09952128 林翊翔  

029 河海工程學系 2B 09952129 楊晉  

030 河海工程學系 2B 09952130 許哲崙  

031 河海工程學系 2B 09952131 黃昱豪  

032 河海工程學系 2B 09952132 陳振鈞  

033 河海工程學系 2B 09952133 胡韻芳  
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034 河海工程學系 2B 09952135 張育仁  

035 河海工程學系 2B 09952136 劉宗瑋  

036 河海工程學系 2B 09952137 徐兆緯  

037 河海工程學系 2B 09952138 彭櫳漢  

038 河海工程學系 2B 09952139 文軍強  

039 河海工程學系 2B 09952140 陳堯夫  

040 河海工程學系 2B 09952141 林昱汶  

041 河海工程學系 2B 09952142 詹承諭  

042 河海工程學系 2B 09952143 張哲嘉  

043 河海工程學系 2B 09952144 王思晴  

044 河海工程學系 2B 09952146 陳韋翰  

045 河海工程學系 2B 09952147 鄭宇宏  

046 河海工程學系 2B 09952148 楊瑾  

047 河海工程學系 2B 09952149 黃舜揚  

048 河海工程學系 2B 09952150 羅文韋  

049 河海工程學系 2B 09952151 朱佩欣  

050 河海工程學系 3B 09952207 楊政霖  

051 電機工程學系 2A 09953016 陳靖文  

052 電機工程學系 2A 09972142 林奕穎  

053 河海工程學系 4B B97520125 李利淳  

054 河海工程學系 4B B97520150 賴威宇  

055 河海工程學系 4B B97520151 李哲  

056 電機工程學系 4A B97530046 周立榮  

057 機械與機電工程學系 4A B97720053 林暐崧  

058 系統工程暨造船學系 3A B98510060 王智弘  

059 河海工程學系 2B B98520143 游令婉  

060 河海工程學系 5A B98523004 何奎德  

061 輪機工程學系能源應用組 3A B986A0007 許孝民  

062 機械與機電工程學系 3B B98720124 高煜凱  

063 機械與機電工程學系 3B B98720144 蘇青　  

064 機械與機電工程學系 3B B98720154 楊宗穎 
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HRE Engng. Math. 1994~2012 edited by Chen J T 海大河工陳正宗 終身特聘教授 

年   代 教   師 教 課 書/助教 學   生 

1994 陳正宗(工數三 2,8、四 21) Churchill, Farlow(游大偉與楊森
翔) 陳桂鴻 

1995 梁明德、陳正宗(B) Grossman(陳桂鴻與翁煥昌) 林建華 

1996 梁明德、陳正宗(B) Whylie (陳鈺文與鄭超明) 李慶鋒 

1997 梁明德、葉為忠 Kreyszig 劉立偉 

1997 陳正宗(工數三 58、四 19) Churchill, Farlow(丘宜平與黃
川夏) 李慶鋒 

1998 梁明德、陳正宗(A) Greenberg(林建華,程永正,鍾
渝隆) 林盛益 

1999 林三賢、陳正宗(B) Kreyszig(李慶鋒,陳韋誌,張銘
翰) 葉雅婷 

2000 梁明德、陳正宗(B) Riley(劉立偉與林書睿) 朱雅雯 

2001 梁明德、林三賢 Lopez      蔡孟蓉 

2001 陳正宗(工數三 42、四 15) Riley(林盛益與林宗衛)      李應德 

2002 陳正宗(B)、張景鐘 、曹登皓 Oneil(吳清森與李應德) 林智凱 

2003 陳正宗(B)、張景鐘、曹登皓 Oneil(蕭嘉俊,沈文成,陳佳聰) 林坤生 

2004 陳正宗(工數三 68) Oneil(李應德與高政宏) 吳建和 

   2004 陳桂鴻(工數一、二) 2A Oneil(沈文成與吳安傑) 吳國綸 

2004 呂學育(工數一、二) 2B Oneil(蕭嘉俊與陳柏源) 謝紹恆 

2005 陳正宗(工數四 23) Oneil(李應德與陳佳聰) 高聖凱 

2005 陳桂鴻(工數一、二) 2A Zill(高政宏) 林裕桀/余尚儒

2005 呂學育(工數一、二) 2B Zill(柯佳男與廖奐禎) 曹大發 

2006 陳正宗(複變 19) Brown and Churchil(李應德) 吳國綸 

2007 陳正宗(偏微分方程 11) Riley(廖奐禎與高聖凱)動畫 周克勳 

2007 葉為忠(2A) 陳正宗(2B/65) Kreyszig(周克勳與李家瑋) 陳聖詒/賴芝亭

2007 徐文信(複變) Churchill 林羿州/謝祥志

2011 陳正宗(B)、張景鐘、呂秋水 Kreyszig(陳逸維與郭柏伸) 李佩諭 高怡絹

(File:book-2012-math2.doc date:Jan.14/2012)  2005 08-2006 07 休假 2008-2010 停開 
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Mathplan-HRE-2007.doc  by Chen J T Aug. 20, 2007.  

數理程度 每下愈況 大家加油  

微積分(一) 

微積分(二) 

工程統計 工程數學(一) 電腦在工程數學應用 

工程數學(二) 

海大河工系數學相關課程規劃    陳正宗終身特聘教授 

大一 

大二 

大三、四 

碩一、二 

博士生 

線性代數 複變函數 變分法 偏微分方程 積分方程 

高等工數(一) 計算機在工程應用 

高等工數(二) 有限差分法 有限元素法 邊界元素法 

偏微專論(一) 邊界元素法特論 積分方程特論 反算專論 

必

修

選

修

偏微專論(二) 



海洋大學工學院基礎數學課程教學內容 

微積分(上): 1. 函數、極限與連續函數 2. 微分的運算與基本函數的微分

3. 微分的性質與應用 4. 定積分、不定積分與微積分基本定理 5. 積分應

用 6. 超越函數。 

 

微積分(下): 1. 超越函數 2. 積分技巧 3. 瑕積分 4. 無窮級數 5. 多變數

函數微分 6. 極坐標 7. 重積分。 

 

工程數學(一): 1. 一階常微分方程 2. 高階常微分方程 3. 矩陣。 

 

工程數學(二): 1. 向量分析 2. Fourier 級數及轉換 3. Laplace 轉換。 

 

 

 

 

 

海洋大學河工系工程數學教學評鑑小組 陳正宗終身特聘教授與葉為忠教授 

【file:mathcontent2007.doc  by Chen  Aug.29/2007】 
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工程數學 2B 班(2012,2-2012,6)上課日程及內容 

 
陳正宗終身特聘教授(海大河工系)E-mail:jtchen@mail.ntou.edu.tw 

週數 日期 預定進度 備註 

1 Feb.22 Introduction  檢定考試 

2  Feb.29 Vector analyis 空間曲線描述法 小考(1) 

3 Mar.07 Gradient, curl  Frenet formula  

4  Mar.14 Divergence  小考(2) 

5 Mar.21 Green theorem  小考(3) 

6 Mar.28 Fourier series   

7 Apr.11 Gibbs phenomenon  期中考 

8  Apr.18 Parseval theorem   

9 Apr.25 Stokes 轉換  小考(4) 

10 May 02 Fourier transform   

11 May 09 Hilbert transform  小考(5) 

12 May 16 Laplace transform   

13 May 23 Initial and final theorem   

14 May 30 Convolution   

15  Jun.6 Applications of LT   

16  June13 Applications (II)   

17 Jun.13   期末考 

    公佈成績 

     

     

    June 9 畢業典禮 

     

海洋大學河海工程學系  陳正宗終身特聘教授 math2-2012-schedule.doc,Jan.26/12) 
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2012 工數(二)講義編輯緣由.doc 2012/01/13 魯蛋製 

2012 工數(二)講義編輯緣由 

    工程數學是一門數學與物理結合的科目，是身為一個工程師處理實際工程問題時所該具備

的基礎數學能力。我相信要學好工程數學，1.不僅需要老師賣力的演出(相信大家上過課，都可

以感受到陳老師的用心)，2.自己付出的努力與時間，3.講義也是一個相當重要的輔助工具。我

也相信上學期修習過陳老師工數(一)的同學們，都渴望有一本井然序有的工數講義，因為這對

學習工數有著正面的幫助，若再搭配上自己努力的付出與投入的時間，絕對可以達到事半功倍

的效果。 

   

    然而陳老師的工數講義，是陳老師在海大河工系教授工數十多年來，所累積的資產，內容

是相當豐富的，此外有些內容，更是在一般的教科書裡所找不到的，因此更能突顯出這份講義

的不凡，也代表了陳老師在這方面付出了多少的心力與人力。因此如何編列出一套井然有序的

工數講義，是我們 NTOU/MSV 即刻所面臨的艱鉅課題。而趁著這次寒假，我們 NTOU/MSV

編列了一個工數講義的編輯計畫，就短期目標而言，就是把這學期工數(二)的講義，重新排版

一次並附上目錄與一些考試內容，就長期目標而言，則是希望把所有工數的相關檔案，系統性

的分類與建檔，編製出一本完全屬於 NTOU/MSV 的工數講義。 

 

    因此我們對外招募有興趣且志同道合的學弟妹們，來一起執行這次的工數講義編輯計畫與

學習。來 NTOU/MSV 學習，我不認為彼此是雇主與員工的關係，而是一起學習與同甘共苦的

夥伴。然而這次的計畫雖有許多學弟妹的報名，但礙於經費的有限，我們從中錄取了五位河工

2B 班的學弟妹們，來執行這次的工數編輯計畫，為各位手上所看到的這份工數講義，盡一點

棉薄之力。或許這本講義還不是那麼的盡善盡美，但在這過程中，我看到了這五位夥伴的認真

付出與努力， 

還請各位同學給這五位編輯同學一點掌聲。但若各位還有看到這本講義瑕疵的地方，煩請各位

不吝嗇地告訴我們，如此一來只會使本講義更加完美。 

 

    最後感謝河工 2B 許哲崙、高怡絹、劉家如、李佩蓉與胡韻芳，這五位學弟妹在這次寒假

的幫忙。 

 

工數講義編輯班 

領班:李家瑋 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2012 工數(二)講義編輯緣由.doc 2012/01/13 魯蛋製 

許哲崙 

    相信修過陳老師工數(一)的人都知道，工數(一)的講義編排很凌亂，而且沒有系統，所以

時常聽到以下的對話:「某甲:『啊!我工數講義忘了帶耶!』 某乙:『阿~沒差啦！上陳老師的

課不用講義，帶紙跟筆記下上課筆記就好了。』」由此得證，工數講義並未被善加利用。有鑑

於此，老師組成了工數講義編輯小組，要我們來編排講義內容的順序。所以，你們現在手上的

這本講義，是我們精心編排出來的，認為這樣子的編排順序最能夠和老師上課的內容有所呼

應，也最容易讓同學們讀懂，所以希望同學們能善加利用，當然若同學們認為講義的編排還有

任何缺點，煩請告知，我們會繼續努力。 

小故事 

    記得剛進研究室時，老師跟我說：「你們編輯這些資料要小心，就是說，要是你們一不小

心把資料用不見的話，我就要退休了。」當時我漫不經心的笑了笑，後來發現原來我自己弄一

張講義要他 XX 的兩個多小時，我才知道他說的都是真的。我也還記得老師問過我說:「你以前

有沒有常常上我們研究室的網站去看看資料、歷屆考題甚麼的」我說:「沒有，只有偶爾上去

考考試時間和地點而已」老師說:「厚！難怪你成績那麼差」也是後來才發現原來老師網站上

的資料一直都還保留得很齊全，也很豐富，所以若有需求或疑問的同學，也可上老師研究室的

網站去看看，相信會有更進一步的收穫。 

高怡絹 

  這次的講義編輯，我負責的部分是向量微積分，在編輯的過程中，對向量微積分有初步的

認識，除此之外，也培養了一些文書處理的能力，在剛開始的前幾個禮拜，大多只是做點簡單

的雜事，看看講義的內容，在要把講義裝訂成一本時，把先前的工作量通通補回來，感覺挺充

實的，相信經過這次的講義編排工作，可以讓我對下學期的工數有更深的了解及吸收。 

劉家如 

    這次寒假到工數研究室幫忙編輯講義，發現真的學習到很多。除了懂得架設網站、排列講

義順序之外，更學習到如何用 Mathematica 畫圖形，連上學期學到的 Matlab 也更熟悉更懂得

運用了。雖然才一個寒假，卻過得特別充實，沒事的時候還可以讀讀書，先預習下學期會學到

的課程，相信下學期開始上課時，一定能很快就進入狀況的。而且當大家一起攜手完成工數(二)

的講義時，看到自己名字出現在講義上時，真的覺得努力辛苦是值得的。所以希望之後還可以

有機會繼續在研究室學習幫忙，讓自己變得更充實更有實力！ 

李佩蓉 

    一開始到研究室什麼都不熟悉，但慢慢學習後，很多以前不曾接觸的事物也學習到了，例

如：護貝文件，修改網頁、軟體的應用還有工數(二)的部分也接觸了一點，雖然在研究室的時

間沒有很長，但每天忙忙碌碌感覺很充實，對學術上的事物也有一點認識，當完成工數(二)

講義最後步驟的時候，覺得這一段時間的努力都值得了，團隊的感覺真好。 

胡韻芳 

    我負責整理的是一些有的沒的，雖然沒有特別學到什麼工數二的內容，但是我想在這寒假

參與的過程當中，我學到不少東西，像是更新網頁、使用 pdf、作資料的搜尋語彙整，最重要

的學習是與老師、學長還有共同編輯的同學互相溝通，參與合作免不了每個人各有意見的情形

發生，但是如何在中間取得共識與協調，是我看到而且還要繼續學習的，我想這必定是受用一

生的智慧。 
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曲率兩種表示法關係(曲率工數到材力.doc) ----------------------------36 

曲率兩種表示法關係(曲率材力到工數.doc) ----------------------------37 

1.5 梯度、散度、旋度、方向導微 

Gradient-梯度----------------------------------------------------38 
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Taylor＇s expansion-------------------------------------------------53 
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工數(二)大考 1-----------------------------------------------------55 

Directional derivative---------------------------------------------56 

工數(二)大考 1------------------------------------------------------57 

1.6 Green 定理、Gauss 定理、Stokes 定理 

Green theorem------------------------------------------------------58 
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Two views of Green＇s theorem--------------------------------------61 

面積分轉線積分-----------------------------------------------------62 

雙重積分變成單重積分-----------------------------------------------65 

重積分轉線積分-----------------------------------------------------67 

Gauss-stokes-------------------------------------------------------71 

Stokes＇Theorem----------------------------------------------------72 

1.7 小考 

小考與解答---------------------------------------------------------73 

1.8 大考 

大考與解答---------------------------------------------------------84 



Vector calculus  向量分析(林琦焜教授的觀點) 

向量 微積分基本內容 

面積相關 

面積計算  (最簡單的 BEM) (李家瑋示範求積儀 VCR、2012 求積儀) 場論 

由向量微積分算面積 

Divergence of position vector and gradient of radial function  

從醉月湖的面積談起:向量微積分簡介(蔡聰明,數學傳播 21 卷 2 期,民 86 年) 

平面曲線與空間曲線 

平面曲線 時空參數表示法 

空間曲線 

空間曲線描述法(mathematica 指令)  

十種例子：Mathematica 動畫模擬專區(包刮 nb.與 avi.)  
空間曲線參數表示 
空間曲線描述法Ⅰ 
空間曲線描述法Ⅱ 

曲率相關 

曲率與曲率半徑 
平面曲率半徑(三種方法的比較) (2D 例題) (3D 例題) 

Flowchart 
Frenet formula 

Radius of curvature for plane curve 
曲率兩種表示法的關係 (工數到材力) (材力到工數) 

由修課到研究：(2D 戴志豪)(3D 施佑勳)暑期計畫 

 

 

 

 

http://msvlab.hre.ntou.edu.tw/grades/Engineering-Mathematics-100-2/向量/場論.ppt�


梯度、旋度、散度、方向導微 

梯度 

散度 

旋度 

一二三維梯度              散度與旋度  

散度與旋度-簡例    保守力場與路徑無關積分    保守力場(2D & 3D) 
vector calculus 

散度定理(教學影片 1,2,3,4) 
散度定理應用：靜力、動力與材力   

Vector operators for radial basis functions   
 散度定理補充：三角函數積分 

方向導微 
gradient-方向導微  (泰勒展開複習)(一二三變數泰勒展開)(方向導微)(例

題) 
3 月 27 方向導微 上課講義  例題 

Green 定理、Gauss 定理 、Stokes 定理 

Green 定理 
Green theorem 管用嗎 

格林 3 個恆等式(ppt 檔)(李家瑋整理 2007/07/24) 
Green theorem(教學影片 1,2) 

Gauss 定理 面積分轉線積分     雙重積分轉單重積分(方法 1&2, 3) 
Stokes 定理 Gauss → Stokes    Stokes 練習題 
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Area computation 
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用幾何來談

 

  (7). 求積儀繞邊走一圈就知道面積(BEM) 

  (8). 算方格紙面積(FEM) 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

AREA2008.doc 羿州 製 

(x1,y1) 

(x2,y2) 

x2 

r1 

r2 
r 

α α 
(x,y) 

(x+dx, y+dy) 

(應用在求積儀) 
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最簡單的邊界元素法—求積儀 
 

   

1 1
2 2A C C

dA r n ds xdy ydxòò ò ò= = - 
    

 
 
 

(a,0) 

(0,a) 

C 

(a,0) 

(0,a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

授課教授-陳正宗終身特聘教授     2008/2/27 最簡單的 BEM.doc  謝祥志-製表 
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面積分(FEM) 
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Divergence of position vector and gradient of radial function 
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平面、空間曲線 

時間、空間的參數表示法轉換 

( )
( ) 3

x t t

y t t


 


( ) ?
( ) ?

x s

y s


 

 

     2 2( ) ( ) ( )ds dx dy  2

    2 2( ) ( ) ( )ds dx dy

dt dt dt
  2 關鍵 

    2 2( ) ( )ds dx dy

dt dt dt
   

    1dx

dt
   3dy

dt
  

    10ds

dt
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    10s t   

    
10
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t C       0C   

x( )
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t t

y t t
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( )
10
3( )
10

s
x s

s
y s

 

 


 

    三維以此類推 

                              

                              

                    

                         時空參數表示法.doc 2008/03/17 小江製表 
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STEP 1 指令 

 
ParametricPlot3D[{4Cos[t],4Sin[t],3t},{t,0,15},PlotPoints1000,ViewP

oint 　{2,1,1},AspectRatio1/0.5] 

 

STEP 2 圖形 
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Graphics3D.　 

空間曲線表示(Mathematica) 
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在 x-y 平面 

 y 
 
 
 
 
 
 
 
 x  x 
 
Plane  curve (平面參數表示法) 
[x(t) , y(t)] 

x( )
( )
t t

y t t


 

    可以得到圖形如下: 

 y

當 x=t 時， 
y=x 則為一條直線 

 
 x 

( ) cos
( ) sin

x t t

y t t


 

  可以得到圖形如下: 

 

可以知道  2 2 1x y 

則為一單位圓 
 

2

( )
( )

x t t

y t t


 

   可以得到圖形如下: 

y

x

 y

當 x=t 時， 

y= 2x 則為一條拋物線 

 x
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在 x-y-z 平面 

 
z

 
 
 
 

y 
 
 
 

x  
Spatial  curve (空間參數表示法) 
[x(t) , y(t) , z(t)] 

( ) cos
( ) sin
( ) 3

x t t

y t t


 

z t 

    可以得到圖形:       
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x 
2100z x   2y    z(x , y)  , z t 

y 
可以畫出下面的圖形: 
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z 
100 

z(t)=100-  2a

2

( ) cos
( ) sin

( ) 100

x t a t

y t a t

z t a


 
  

 
x y

 

在 z= 上有一個平面經過此圖形,切岀一個半徑為 a 的圓。 2100 a

 

y 

Contour 
等高線 

ODE 

Solution 
z(x,y)=C 

ODE 
Solution 
z(x,y)=C 

x 
 
 
 
 
 
 
 
 
我們可以得到 z(t )=z[x(t),y(t)] 
令 z=C  
  C=z[x(t), y(t)] 

  0dC dz

dt dt
   

2 2( ) 100 ( ) ( )C z t x t y t     
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Exact form-parameter 

4                    曲線參數表示.doc  謝祥志製 
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y x
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 

 
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 �a cos�s��a�� a sin�s��a�� ssin����

���	 Curve 
 �etcos��t�� etsin��t�� et�

���	 Curve
 ��� t� t��

���	 Plane curve by xy � � at ��� ��	

���	 Plane curve by y � x� at ��� ��	

����	 Plane curve by y �
p
�� x� at ��� ��	

� � � � � � � �   � ! " #
         $ % & ' c��ctex�course�torsion�	te( $ ) & �
������(
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y 曲率與曲率半徑 

d

 

 

                                
 

( )y x

( )y x dx



d

x x dx




x

 

tan dy

dx
   

2

2

tand d

dx dx




y  

2 2
2

2

(1 tan ) secd d

dx dx dx

  
 

d y  

2 2

2 2

2
2(1 tan ) 1 ( )

d y d y
d dx dx

dydx
dx




  
    

 

d ds     
1
2

2 2 2 2( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )dy dy
ds  dx dy dx dx

dx dx
        

2

2

1 3
2 2

2 2

1

1 ( ) 1 ( )

d y
d d dx
ds dy dy

dx
dx dx

 


   
          

 

 

 

 

                                  曲率.doc  小江製表 
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Radius of curvature for 2-D plane 
Method1 (Frenet formula 2D) 

2 2X Y

XY XY
 




 
      

 ( ) ( ( ), ( ),0)s X s Y s    為單位長度 

  2 2( ) ( ) 1X s Y s  

故
1

XY XY
 

     

特別注意：( 為弧長表示法。( ), ( ),0)X s Y s

Method2 (微積分想法) 
3 3

2 2 22 2

"

(1 ) ( )y X Y

XY YXy


 
 



 
    

特別注意：此時彈性比較大，只要是參

數表示式均可用。 

( ) ( )
,

( ) ( )

x s x t

y s y t

 
 
 

 

 
 
 
 
 

 Radius of curvature for 2-D plane 
 2 2

1

X Y

XY XY

XY XY

 







 
   

   

 

3
2 2 2( )X Y

XY YX
 




 
    

3
2 2

"

(1 )y

y



  

優點 計算上比較快速，但參數式

必需為弧長表示法。 

所有參數式均可利用此公式

計算。 

題式為函數型 ( )y y x
時，比較適用。 

算例 若函數為 ，其

中可知其參數式

2 2 1x y 

cos( )

sin( )

x s

y s





，故利用此方

法計算曲率半徑會比較迅

速 

若函數為
2 2

2 2
1

x y

a b
  ，其中

可知其參數式 

cos( )

sin( )

x a

y b








，故可直接利

用此法計算曲率半徑，不用轉

換為弧長表示法。 

 

若函數為 2y x 為函數型

式，故可直接利用此法計算

曲率半徑。 

 

 
 
 
 
 

Radius of curvature for 2-D plane .yu 製 2008/04/04 
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 y

x

2 2 1x y 

(1,0)  
 

  
1. Find the parameter form for the curve. 
2. Find the total arc length of the curve. 
3. Use the Green theorem to calculate the area bounded by the curve. 

(Hint: 2A xdy ydx  ) 

4. Find the radius of curvature for the curve at the point(1,0) . 

(1) ,2 2 cos sin 1  set 
cos

sin

x

y








 

 

(2) Set 
sin

cos

sin
cos

dx
x d

y dy

d

 
 



    
  



 

   2 2( sin ) (cos )ds d d        

2

0

1 2s ds d


      

 

(3) 1
( )

2
A xdy ydx   

  2

0

1
(cos cos sin sin )

2

1

2

A d

d


d     

 

 

 






 

 
(4) Method1 

(1,0) (cos ,sin ) 0the point we konw       

2 2 cos( )
( sin ) (cos )

sin( )

x s
ds d d s

y s
    


       


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2

2

2

2

( ) ( )
sin( ) cos( )

( ) ( )
cos( ) sin( )

dx s d x s
s s

ds ds

dy s d y ss s
ds ds

      
     

2 2

2 2

2 2

2 2

( ) ( )

(cos ) (sin )
1

( sin )( sin ) cos( )( cos( ))

dx dy

ds ds
dx d y d x dy

ds ds ds ds

s s

s s s s








 

   

 

So ,0we konw    1   
 
 Method2 

2 2 2 2
2 2

2 2

1 1
1

( cos( )) ( sin( ))
( ) ( )
d x d y s s

ds ds

   
  

0we konw   

 

So , 1   
 
Method3 

2

2

2

2

( ) ( )
sin cos

( ) cos

( ) sin ( ) ( )
cos sin

dx d x
x d d

y dy d y
d d

     
    

 

         
      

 

3

2 32 2
2 2 2

2 2

2 2

( ) ( )
(cos ) (sin )

1
( sin )( sin ) cos ( cos )

dx dy

d d

dx d y d x dy

d d d d

  
   

   

        
   


  

So ,0we konw    1   
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工程數學參考例題 

曲線參數轉換-範例.doc/S.K./2008/04/10 

Given a spatial curve described by time-like parameter as follows： 

 
 

( ) cos ( )
( ) sin ( ) ?

( )( )

x t t X s

y t t Y s

Z sz t t

 
   
  

  

Try to find the following solutions:  
（1） Try to transform the time-like into space-like parameter. ( t s , where s is arc 

length ) 
（2） Find the unit tangential vector, normal vector and bi-normal vector of the curve, 

( ), ( ) ( )s s and s   .  
（3） Please determine the radius of curvature for   and  , try to plot the curve. 
（4） If    ( ) ( ), ( ), ( ) ( ) ( ), ( ), ( )r t x t y t z t R s X s Y s Z s  


, please determine 

2 3

2 3

dR d R d R

ds ds ds

 
  

 
   . 

Sol: 
(1) 

 
 

( ) sin

( ) cos
( ) 1

x t t

y t t

z t

 



 






 

2 2 2 2

 ds dx dy dz

dt dt dt dt
                
       

     2 2 2sin cos 1t t    2  

2 2ds dt s t    

( ) cos
2

( ) sin
2

( )
2

s
X s

s
Y s

s
Z s

  
  

 
     

 





 

29



工程數學參考例題 

曲線參數轉換-範例.doc/S.K./2008/04/10 

(2) 

( ) ( ) ( )( ) , ,dX s dY s dZ s
s

ds ds ds
    

 
 

1 1sin cos
2 2 2 2 2

s s
i j

        
         

1
k          

 

( ) // ( )d
s s

ds
 
 

 

 1 1( ) cos sin 0
2 22 2

d s s
s i j

ds


      
          

        
k


 

1 1( )
4 2

d
s

ds
  


 

 ( ) cos( ) sin( ) 0
2 2
s s

s i j    
  

k


 

( ) ( ) ( )s s s   
 

 

1 1sin cos
2 2 2 2

cos sin 0
2 2

i j

s s

s s

        
   

   
    

   

 
1
2

k

   

1 1 1 1 1 1cos sin sin cos
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

sin 0 cos 0 cos sin
2 2 2

s s s

i j
s s s

       
        

         
       

          
       

 
2

s

k
s

 

1 1sin cos
2 2 2 2 2

s s
i j

                
1

k          
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工程數學參考例題 

曲線參數轉換-範例.doc/S.K./2008/04/10 

(3) 

1 1( )
2

d
s

ds



 


 

2   

 1 1cos sin 0
2 22 2

d s s
i j

ds


             
        

k  

1 1
2

d

ds



    

-1
0

1
-1

0
1

0

10

20

30

40

1
0

1

0

2   
 
 
 
 
 
 
 
(4) 
 

2 3 2 3

2 3 2

dr d r d r dR d R d R

ds ds ds ds ds ds

   
       

   
     3  

1 1 d

ds
  

 
                




 

1 1 1 1  
   

  
     

   
 

2

1 1
 

  

1 1
4 2

   

1
8

  
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Flowchart 

(1). ( ) ( ( ), ( ), ( ))s x s y s z s    


 

   
( ) ( )v s s

v


 


 


 

 
 

1. Given a curve. 

2. Determine 1 1,
( ) ( )s s

 
 

  
 

3. Frame   ( 高聖凱學長已做出) 

(2). ,  給定初 Frame 及位置( (0), (0), (0)x y z ) 

   Solve 聯立 ODE 

10 0

1 10

10 0

v v

r
t

r s
b

t

b

s



é ù
ê ú
ê úì ü ì üê úï ï ï ïï ï ï ïê ú-ï ï ï ïê ú=í ý í ýê úï ï ï ïï ï ï ïê úï ï ï ïî þ î þê ú-ê ú
ê úë û

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

(0)
(0)
(0)

a a a i
a a

a a k

v a j
a

t

b





 



ì üì ü æ öï ïï ï ï ïç ÷ï ï ç ÷ï ïï ïï ï ï ïç ÷=í ý í ýç ÷ç ÷ï ï ï ïç ÷ï ï ï ïç ÷è øï ï ï ïï ï ï ïî þ î þ

 

1. Given (0), (0), (0), (0), (0)v x y 
  

 and (0)z . 

2. Given   and  . 

3. Find the curve. 
 
 
 
 
 
                                                Flowchart.doc 羿州製 
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Frenet formula         Oct,13,2004 
Step 1. Give a space curve of ( ) ( ) ( )( )tztytx ,,  

Step 2. Path coordinate ( ) ( ) ( ) ( )2222 dzdydxds ++=  

Spet 3. ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )szsysxsXtztytx ~,~,~,, =→  transform t to s 

Step 4. Tangent vector ( ) ( )
( )sX

sX
s

&

&
=τ  

 
 

Step 5. ττττττ ⊥=⋅⇒=⋅ && 01
~~~~

 (Note that 1=== βντ )  

       Choose 
⋅

= τρ
~
v  (f or simplicity) 

Step 6. Why ρis the radius of curvature 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) LL

L&&

L&&&&&&

L&&&&&&

+−=+−+−=

+⋅+=

+⋅+⋅+⋅+=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++⋅=∆+⋅

=∆+=∆+⋅

2642

2

32

32

!2
11

!6
1

!4
1

!2
11cos

2
11

6
1

2
11

!3
1

!2
1

!1
1

coscos

θθθθθ

ττ

ττττττ

τττττττ

θθττττ

ddddd

dsss

dsssdsssdsss

dssdssdsssssss

ddssssss

 

( ) ( )( ) ( ) ⇒−=⋅+ 22

!2
11

2
11 θττ ddsss &&  ( ) ( )( ) ( )22 θττ ddsss −=⋅ &&  (1) 

ττττττττττ &&&&&&&&& ⋅−=⋅∴=⋅+⋅⇒=⋅ 00  代入(1) 

( ) ( )

θ
ρ

ρ
τ

θρ
ρ

θ
θρ

θ

θτθττ

d

ds

dsd

d

d

d

dsds

d
dds

==∴

=∴=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⇒−=⋅−

,1

111
222

2
222

&

&&&

 

Step 7. 01
~~~~
=⋅⇒=⋅ ββββ &  

      ⇒+=∴
~~~
ντβ qp&  

 

( )sτ  

( )sx
~

( )ssx ∆+
~
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高聖凱提出 

p

qp

=

⋅+⋅=⋅

=⋅∴

=⋅+⋅

=⋅+⋅

=⋅

0

0

01

0

0

~~~~~

~~

~~~~

~~~~

~~

τντττβ

βτ

βν
ρ

βτ

βτβτ

βτ

&

&

&

&&

 

ν
σ

β 1
−=∴ &set  (f or simplicity) 

Step 8. 
~~~
τβν ×=  

      
.

~~~

.

~

.

~
τβτβ ×+×=v  

         = 
~~~~

11
vv

ρ
βτ

σ
×+×   

         = 
~~

11 τ
ρ

β
σ

−  

∴we have 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

β
ν
τ

σ

σρ

ρ

β
ν
τ

010

101

010

&

&

&

 →   
~~
PAP=&  

where 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−=

010

101

010

σ

σρ

ρ

A  (反對稱) , 
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

β
ν
τ

~
P  

 
 
 

海大河工系陳正宗特聘教授   田堯仁製表   檔名：Frenet.doc 
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Radius of curvature for plane curve 

Method 1：(Frenet formula) 

)0),(),(()(
~

sYsXsX =  

)0),(),(()(
~

sYsXsX
⋅⋅⋅

=  

)0,
)()(

)(,
)()(

)((
)(

)(
)(

2222

~

~

~
sYsX

sY

sYsX

sX

sX

sX
s

⋅⋅

⋅

⋅⋅

⋅

⋅

⋅

++
==τ  

ρ
τ 1)(
~

=
⋅

s  →  
)(

)( 22

⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅

−

+
=

YXYX

YXρ  

 

Method 2：(微積分想法) 

y       )(tan xy′=θ  
       )()tan( xxy ∆+′=∆+ θθ  
       )()()tan()tan( xyxxy ′−∆+′=−∆+ θθθ  
       dxxyd )(sec2 ′′=θθ  

       
2

2

)(1
))(1(

y

ds
ydy

′+
′′=′+ θ  

       
y

xy

d

ds
′′

′+
=

2/32 )))((1(
θ

 

       
y

y

′′
′+

=
2/32 ))(1(ρ  
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曲率兩種表示法的關係 

2 2 2 2

2

32 2 2 2 2

2

32 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 3 2

( ) ( , )

( )
( )

( ) ( ) ( ( ) ( ))

( )
( )

( ) ( ) ( ( ) ( ))

( )
( )

( ) ( )

( ) (

X Y
s

X Y X Y

X s XY XYY

X s Y s X s Y s

Y s YX XYX

X s Y s X s Y s

XY XY
s

X Y

X Y X Y

XY XY XY












 




 




 






 
 

 

 

   

  

   

 

   
   

  
   
     

 

 

)YX

 

奇怪，為何不ㄧ致! 
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曲率兩種表示法的關係 

3
2 22

"

2

2

(1 )

( )

2y X Y

XY XYy

dy Y

dx X

d y d Y ds

ds dxdx X

 
 

  






 
   







 ( )x X s

( )y Y s


  

2

1XY YX

X X


 
  
       1

( )
ds

dx X
   

 

3
2 2

3

(1 ( ) )

( )

Y

X
XY YX

X










  


 

   
3

2 2 2( )X Y

XY YX






 
    

評論: 

  1. 只管在 2D 平面曲線 

  2. 3-D space curve 
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Gradient-梯度-▽ 
 

( )v x

是純量函數 

(1) ㄧ維梯度 ( )v x  

v i
x


 

 
 

方向導微 (1,0) , (-1,0)
x x

  
 

 
 

(2) 二維梯度 ( , )v x y  

,v i j
x y x y

       
          

 

方向導微 v
n

n





 
 

( n

平面 360 度隨您選) 

(3) 三維梯度 ( , , )v x y z  

, ,v i j k
x y z x y z

           
             

 

方向導微 v
n

n





 
 

( n

空間 4 體角任您選) 

 

※
0

( ) ( )lim x n x

n 

   


  



   ( v函數在 n方向導微)，其中n


為單位向量。 

物理量(可想成溫度場)在 x

處與 x n

 
處(鄰居，neighborhood)的差值除以兩

點的距離( x n x   
  

)，即有該物理量在n

方向導微。 

※多變數函數的 Taylor 展開式： 

    1 2 3
1 2 3

. . .v v v
v x n v x n n n H OT

x x x
     

     
    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

授課老師：陳正宗 終身特聘教授   2008/03/20    一二三維梯度.doc 羿州製 
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河工系 陳正宗終身特聘教授 工數教材   March26,2008              散度與旋度 2008.doc 

, ,v v  
   

 

0

0

If
v v

If
p v p

  

  

  


 

 

 

2

2

2

( ) 0
( ) 0
( ) ( )

( ) ( )

:

u v
v

v v v
v v v

scalar function
v vector function





 


  
  
  

    

    

  



 






  


  



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散度: 

  
 
 
 
 

       ( , ) , 2v r x y v= =  =


   (2 維) 

       ( , , ) , 3v r x y z v= =  =


 (3 維) 

 

旋度: 

 

 

 

    

     ( , ,0)v y x= -


 

     

1

i j k

v k k
x y z
y x

¶ ¶ ¶
´ = =- -

¶ ¶ ¶
-

  
     

                   2k=-

 

 

散度與旋度─簡例

(y,-x) 

工數(二) 陳正宗 終身特聘教授             散度與旋度簡例.doc 謝祥志 製 
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保守力場與路徑無關積分 

 

(1,1)

(0,0) (1,0)

3C

2C

1C
x

y
 

 

 

 

 

 

 

海大河工 陳正宗終身特聘教授  March 26,2008               Conservative 2008.doc  熙民製                   

A

B

3

1
2

4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 2 3

0

,
( , )

. ., ,

'

( ) 0

C C C

Pdx Qdy

Pdx Qdy Pdx Qdy

If there exist such that

P Q

i e P Q
x y

Green s theorem

Q P
dA

x y




 



 

  

 
 

 
 

 
 

 

 
 



 

 

若 ( , )P Q   是力場，則稱為保守力場。 

此時   為路徑無關積分，只在乎起始(A)與終點(B)

的位置。 

( ) ( )Pdx Qdy B A   
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保守力場與積分路徑無關(2-D 與 3-D) 
2-D 

  

1

1 1

2

1

( , )

( , )

( , ) ( , )

( , )

2

2 2

c

c

c c

c c

x y c

x y c

Pdx Qdy

if P Q
x y

Pdx Qdy dx dy
x y

x y

f f
f

f f

f =

=

+

¶ ¶
= =

¶ ¶
¶ ¶

+ = +
¶ ¶

=

ò

ò ò
 

 
3-D 

  
1

2

11

( , , )

( , , )

( , , )

( , , )

2

2

c

c

c x y z c

x y z cc

Pdx Qdy Rdz

if P Q R F

dx dy dz x y z
x y z

f
f f f

f =

=

+ +

= =
¶ ¶ ¶

+ + =
¶ ¶ ¶

ò

ò


 

0

( , , ) 0

Pdx Qdy Rdz F ndS

F P Q R F

+ + = ´ ⋅ =

= ´ =
ò òò  

 

  

 
Stokes’ theorem 

,

0A

A

F dr F ndS

If F is consevative we have

F dr f

⋅ = ´ ⋅

⋅ = =

ò òò

ò

  






 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

【工數(二)講義，April.09, 2008 保守場與積分路徑無關.doc】陳正宗終身特聘教授 謝祥志 製
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向量微積分基本物理量 

名稱 數學操作 張量階數 

純量 
  

0 

純量場 ( ) 

 0 

向量 F

 1 

向量場 ( )F x
 

 1 

散度 31 2F
x y z

FF F  
    

  
 0 

 

旋度 

31 2

i j k

F
x y z

FF F

 
 
    

   
  
 

 
 

 

1 

梯度 ( )x i j k
x y z

     
   

  
1 

方向導微 v
v

 
 

 
 0 

Vecyor Calculus.2008.doc 江宗翰製表  
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授課老師：陳正宗 終身特聘教授 2008/03/26 靜力動力與材力.doc 羿州製 頁 1 

靜力、動力與材力 

 

(1). 1
A

dxdy  轉線積分 
21

2
y d
n




  

(2). 
A

x dxdy x A  轉線積分 21
2

xx d
n




  

(3). 
A

y dxdy y A  轉線積分 21
2

yy d
n




  

(4). 
2

A

x dxdy   轉線積分 
2

21
6

xx d
n




  

(5). 
2

A

y dxdy  轉線積分 
2

21
6

yy d
n




  

(6). 
A

xy dxdy  轉線積分 2 21 1
2 2

x yx y d y x d
n n 

 
  

   
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� � � � Radial basis function �

� � � � 	 Vector operators for radial basis functions

�� Given the radial position vector and radial basis function�

r � xi� yj� zk

r �
q
x� � y� � z�

r��r� �
d�

dr
�r

r � ���r�r� � 	��r� � r
d��r�

dr

r
���r� �

d���r�

dr�
�




r

d��r�

dr

r� ���r�r� � �

rr � �r

r � r � 	

r���r� � �
�r

r�

r � �
�r

r�
� � �r

����r� � ����r�


 � � 
 � � � � � � 
 � � �
� � � � � � � � � � � � � c
�ctex�course�math��radial�te� � � � 
Dec�����
����

45



工程數學(三) 三角函數積分 

 

2

0

4cos 1
8cos 17

d
  



  

2

0

1 15 1
2 2 8cos 17

d





    
  

2 2

0 0

1 15 1
2 2 8cos 17

d d
 

 


 
    

Let tan
2

u


  
2

2

1cos
1

u

u
 

 


, 2

2
1

d d
u

 


u  

 

 

 
因為 cosθ為週期函數，所以積分路徑可以改為由- 積到 ，來避開 

)tan( 2
 的不連續 

2

2

tan( )
15
2 2 2tan( )

2
8(1 ) 17(1 )

du

u u







 

    

2

2

tan( )

2tan( )
15

25 9
du

u







 

  

1 1
2 2

3 3tan ( tan ) tan ( tan )
5 5

        
 

 

0  
 
另解:複變理論留數定理亦可解，待工數(四)分曉 
 
 
 
 
 
 

海洋大學 河工系 工程數學(三)講義 陳正宗特聘教授        cos.doc  高聖凱 吳建和製表 

1 2


21 u  u 

2

2

1
1

2
2 1cos2cos

u
u


   

 ddu 2
2

2
1 sec
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Gradient-方向導微 
 

z
2 2( , )x y x y    

切向 

2 2 2

( , ) ( , )

( ) ( ) ( )

,

x dx y dy x y
t

t ds

ds dx dy

dx dy
t

ds ds

      
 


 

   
 

法向 

 

 

( , ) ( , )

,

x dy y dx x y
n

n ds
dy dx

n
ds ds

      
 


   

 





任意向 

 

                                                  

v v
 



  

為單位向量 

 

                                        Gradient-方向導微.doc 羿州製 

 y

 


 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

z =  + 2x y

x

2

(x,y) 

Gradient 

(x+dx,y+dy) 
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河工 2B 工程數學補救教學第二次上課                     指導教師：陳正宗終身特聘教授 
                                                         2007 年 10 月 15 日 李家瑋 

                                                          Small teach 07-02.doc 魯蛋製 1

Taylor 多項式及逼近 

目的：用多項式函數來逼近其他的基本函數，其意思為對於一個函數 ( )f x ，其

在c 點的值 ( )f c ，希望找到一個多項式函數 ( )p x ，使得 ( ) ( )p c f c 。 
 
從圖形來看，即 ( )p x 要通過 ( , ( ))c f c 這一點，也稱多項式 ( )p x 在c 點展開。 
                                                    (expansion  at c ) 

 
我們更希望 ( )p x 在c 點附近的行為，也很像 ( )f x ，因此，我們增加對 ( )p x 的

限制條件，如 ( )p x 在c 點的斜率與 ( )f x 在c 點的斜率一致，即 ( ) ( )p c f c  。 

由 ( ) ( )p c f c 及 ( ) ( )p c f c  兩個條件，我們可以得到 ( )f x 的一個線性逼近。 

 

Ex. 1 ( ) xf x e ，找一個 1 1 0( )p x a x a  ，使得 1(0) (0)p f ， 1(0) (0)p f  。 

Sol.    1(0) (0) 1p f   

     0 1a   

     1(0) (0) 1p f    

     1 1a   

     1( ) 1p x x    

y

x

( )y f x

( , ( ))c f c

c

( )y p x
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河工 2B 工程數學補救教學第二次上課                     指導教師：陳正宗終身特聘教授 
                                                         2007 年 10 月 15 日 李家瑋 

                                                          Small teach 07-02.doc 魯蛋製 2

由 Ex.1 得知，當 x 遠離0時， ( )f x 與 1( )p x 的差值漸大，如何再度修正呢？ 

故再多加 (0) (0)p f  ，即 ( )p x 要滿足 2 (0) (0)p f 、 2 (0) (0)p f  、

2 (0) (0)p f  ，可得
2

2

1( ) 1
2

p x x x   。 

同理，欲使 ( )p x 更逼近 ( )f x ，與 ( )f x 越相近，所增加的限制條件越多，所得

項數就越多，如此下去，如果需求 (0) (0)n np f 則可得到 ( ) xf x e 的更好逼

近，且
2 31 1 1( ) 1

2! 3! !
n

np x x x x x
n

       

 

Taylor 及 Maclaurin 級數 

上面的例子是找一個多項式 ( )p x ，對 ( ) xf x e 在 0x  展開。而一般情形下，

想找 ( )p x ，對於函數 ( )f x 在 x c 的展開(expansion)式。 

可表示成
2

0 1 2( ) ( ) ( ) ( )n
n np x a a x c a x c a x c        ， 

即為了要滿足 n ， ( ) ( )np c f c ，即
( ) ( )( ) ( )n n
np c f c 。 

經過多次微分 

1 2 1
1 2 3

2 2
2 3

( )

( ) 2 ( ) 3 ( ) ( )
( ) 2 2 3 ( ) ( 1) ( )

( ) ( 1) 3 2 1 !

n
n n

n
n n

n
n n n

p x a a x c a x c na x c
p x a a x c n n a x c

p x n n a n a





      

        

        







。 

 
將 x c 帶入上式 
 

1 1
1

2
2 2

2 2

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( ) 2 ( )

2!

( )( ) ! ( )
!

n

n

n
n n

n n n

p c a f c
f cp c a f c a

f cp x n a f c a
n

 

   

   


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則我們可定義：若 ( )f x 在c 點的 n 階導數存在，則 n 次多項式

( )
2( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2! !

n
n

n

f c f cp x f c f c x c x c x c
n


         ， 

稱為 ( )f x 在c 點的 n 階 Taylor 多項式(展開式)。 
 

若 0c  時，則

( )
2(0) ( )( ) (0) (0)

2! !

n
n

n

f f cp x f f x x x
n


         

稱為 ( )f x 的 Maclaurin 展開式。 
 

Ex. 2 求 ( ) xf x e 的 6 階 Maclaurin 多項式。 

Sol.

(3) (4) (5) (6)
2 3 4 5 6(0) (0) (0) (0) (0)( ) (0) (0)

2! 3! 4! 5! 6!
f f f f fp x f f x x x x x x


            

    (3) (3)

(4) (4)

(5) (5)

(6) (6)

( ) (0) 1
( ) (0) 1
( ) (0) 1
( ) (0) 1
( ) (0) 1
( ) (0) 1
( ) (0) 1

x

x

x

x

x

x

x

f x e f
f x e f
f x e f

f x e f
f x e f
f x e f
f x e f

 
  
  

 

 

 

 

 

2 3 4 5 61 1 1 1 1( ) 1
2! 3! 4! 5! 6!

p x x x x x x x         
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Ex. 3 求 ( ) cos( )f x x 的 6 階 Maclaurin 多項式。 
Sol. 

(3) (4) (5) (6)
2 3 4 5 6(0) (0) (0) (0) (0)( ) (0) (0)

2! 3! 4! 5! 6!
f f f f fp x f f x x x x x x


            

   (3) (3)

(4) (4)

(5) (5)

(6) (6)

( ) cos( ) (0) 1
( ) sin( ) (0) 0
( ) cos( ) (0) 1
( ) sin( ) (0) 0
( ) cos( ) (0) 1
( ) sin( ) (0) 0
( ) cos( ) (0) 1

f x x f
f x x f
f x x f

f x x f
f x x f
f x x f
f x x f

 
   
    

 

 

  

   

 

2 4 61 1 1( ) 1
2! 4! 6!

p x x x x      

 
Ex. 4 求 ( ) sin( )f x x 的 6 階 Maclaurin 多項式。 
Sol. 

(3) (4) (5) (6)
2 3 4 5 6(0) (0) (0) (0) (0)( ) (0) (0)

2! 3! 4! 5! 6!
f f f f fp x f f x x x x x x


            

   (3) (3)

(4) (4)

(5) (5)

(6) (6)

( ) sin( ) (0) 0
( ) cos( ) (0) 1
( ) sin( ) (0) 0
( ) cos( ) (0) 1
( ) sin( ) (0) 0
( ) cos( ) (0) 1
( ) sin( ) (0) 0

f x x f
f x x f
f x x f

f x x f
f x x f
f x x f
f x x f

 
  
   

   

 

 

  

 

3 51 1( )
3! 5!

p x x x x     
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若 ( ) xf x e ，我們把 x i 代入， 

則

2 3 4 5 6

2 4 6 3 5

1 1 1 1 11
2! 3! 4! 5! 6!

1 1 1 1 1(1 ) ( )
2! 4! 6! 3! 5!

ie i i i

i

      

     

       

        



 
 

而
2 4 61 1 1cos( ) 1

2! 4! 6!
        ， 

  3 51 1sin( )
3! 5!

      ， 

因此我們得到 cos( ) sin( )ie i    ，此公式即為尤拉公式(Euler formula)。 
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Taylor s expansion  
 

(1) 自變數-單變數 

0
0 0

( )( ) ( ) ( ) . . .
1!

f x
f x f x x x H O T


     

(2) 自變數-雙變數 

0 00 0
0 0 0 0

( , )( , )( , ) ( , ) ( ) ( ) . . .
1! 1!

yx

x

y

f x yf x y
f x y f x y x x y y H O T

f
x

f
y

     

  
  



 

(3) 自變數-三變數 

0 0 00 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0
0

( , , )( , , )( , ) ( , , ) ( ) ( )
1! 1!

( , , )
( ) . . .

1!

yx

y

x

y

z

f x y zf x y z
f x y f x y z x x y y

f x y z
z z H O T

f
x

f
y

f
z

   

  

 
 
 


 





 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

授課老師：陳正宗 終身特聘教授  2008/03/20  Taylor s expansion .doc 羿州製 

0 0 0 0

)
( , , )

( , ,x x y z

x x y z







0x
x


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方向導微(directional derivatives) 

目的：為了求某點在n方向的導數。 

      例如我們想求 在n方向的導數 0 0 0 0( , , ( , ))P x y f x y

z
 

 

 

x

y

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

首先過 點在 方向取一個垂直於P n xy平面且和曲面相交的曲線為 ，而在C xy  
平面相交的直線為L，而此直線的參考方程式可設為： 

                    其中

 

  為L與軸的夾角 

因此過 0 0 0 0( , , ( , ))x y f x y 及 ( , , , ))(x y f x y 的割線斜率為： 

   

0 0 0 0

0 0

0

( cos , sin ) ( , )

( cos , sin ) ( ,lim
s

0 0 )

S y S f x y

S

f x

f x S y S f x y

S
f

n

 

 


  


  






 

          授課老師：魯蛋小老師  2008/3/24   方向導微.doc    小江製表 

)y( ,z f x


D

f
f n

n


 

 
n




 

 

 

 

  

0 0cos , sinx x S y y S    

0 0) ( , )( ,f x y f x y

S



'( ) ( , ) ( , )f x f y f f x y
f S f

x S y S x y S S

       
     
       

n

f
f n

n


  


0, 0( )y

L


)( ,x y
x
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The temperature field, , on the surface of a metal plate is ( , )T x y

2 2( , ) 12 3T x y x y   . 

(a) Please determine the direction derivative at the point P (3,1)  in the 

direction (1, 1)v 


.  

(b) Please determine the maximum rate of the temperature field at the point 
P . 

(c) Please determine the tangent plane across the point . (3,1, (3,1))T

     
         

                                                 工數(二)大考 1     魯蛋製 2008/04/02 
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Direction derivative 
 
 

Normal vector 
 

0

0

00

( )
(

)
)
) ((

x s

y s

z s u s







                        Space curve 空間 









 
 

 

                                       

y

)

0 0 0( , )u x y u

( ,u x y



 
 

                                    
                                  

 
 
     Plane curve 平面 
 
 
 

0 0 0( , ) ( , ) ( )u x y u x y u s       
x

yu s   

 
 
 
 
 
 
 

 曲面上過 0 0 0( , , )x y u 點之法向量     在曲面上過 0 0 0( , , )x y u 點之曲線切向量 

 
                                   
 授課老師:陳正宗終身特聘教授 2008/03/27  Direction derivative 改.doc 小江製表 

x

0 0( , )x y

0 ( )

0 ( )
x s


y s

)y0 0( ,u x x yd d 

0 0( , )x yydx d 

t




0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

0

0 0

0 0 0

( ) ( ( ), ( ))
( )

( )( , ,1) ( , , ) 0

u x s y s

s u dx u dy

ds x ds y ds

dx dy du s

ds ds d

u u

x sy


 

 


 
 
 



u s

0 0 0 0

0 0

( , ) ( , )u u dx dy
u t

x y ds ds

 
   

  
du 

 
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Ex.1 The temperature field, , on the surface of a metal plate is ( , )T x y
2 2( , ) 12 3T x y x y   . 

(a) Please determine the direction derivative at the point P (3,1)  in the 
direction (1, 1)v  .  

(b) Please determine the maximum rate of the temperature field at the 
point P . 

(c) Please determine the tangent plane across the point . (3,1, (3,1))T
 
Ex.2 Given a spatial curve described by time-like parameter as follows： 

 
 

( ) cos

( ) sin
( )

x t t

y t t

z t t





 

  

Try to find the following solutions:  
（1） Try to transform the time-like into space-like parameter. ( t s , 

where s is arc length ) 
（2） Find the unit tangential vector, normal vector and bi-normal vector 

of the curve, ( ), ( ) ( )s s and s   .  
（3） Please determine the radius of curvature for   and  , try to plot 

the curve. 

（4） If  ( ) ( ), ( ), ( )r t x t y t z t


, please determine 
2 3

2 3

dr d r d r

ds ds ds

 
  

 
   . 

Ex.3 

                                                 工數(二)大考 1     魯蛋製 2008/04/02 

 
1. Find the parameter form for the curve. 
2. Find the total arc length of the curve. 
3. Use the Green theorem to calculate the area bounded by the curve. 

(Hint: ) 2A xdy ydx 
4. Find the radius of curvature for the curve at the point(1,0) . 
 

Ex.4 試求此三角形的面積?  請利用 211
2

A

dxdy y n d
G

=  ⋅ Gòò ò 
，面積分跟線積分

各算一次。 
 
 
 
 
 

 y

x

2 2 1x y   

(1,0)  
 

y

(1,0)  

(0, 2)  

x
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１.  






C

dy
yx

x
dx

yx

y ?)()( 2222  y 

 where and are shown below.         1C 1A 1C

 cosx   ddx sin             1 x
 siny   ddy cos           (0,0) 

  






C

ddy
yx

x
dx

yx

y  2)cos(sin)()( 22
2222        1A

                

２.  











A

dA
yx

y

yyx

x

x
?)]()([ 2222  

 wher e and are shown below. 1C 1A y 

x

    0]
)(
2

)(
2[ 222

222

222

222










A

dA
yx

yyx

yx

xyx        1C

                   1 
                 (0,0) 1A

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 由於Ｐ與Ｑ在 A 中之原點（０，０）不可解析(奇異)，所以 Green theorem 
    不適用。 

        
海大河工系  陳正宗終身特聘教授  高政宏製表 (green-ng.doc)  March 12, 2008 

國立台灣海洋大學河海工程學系２００8 工程數學（二）Green theorem ? 
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Green 恆等式(Green’s Identity)

B94520143 李家瑋
（2007/07/24）

Green第一恆等式

二、三維一維

2

2

b
b b

a a
a

d u du du duu dx u dx
dx dx dx dx

= -ò ò 2

V B V

uu udV u dB u udV
n

¶
 = -  ⋅

¶ò ò ò
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Green第二恆等式

二、三維一維

2

2

b
b b

a aa

d v dv du dvu dx u dx
dx dx dx dx

= -ò ò
2

V B V

vu vdV u dB u vdV
n
¶

 = -  ⋅
¶ò ò ò

Green第三恆等式

二、三維一維

2 2

2 2

b b
b b

a a
a a

d v d u dv duu dx v dx u v
dx dx dx dx

- = -ò ò 2 2

V V B B

v uu vdV v udV u dB v dB
n n
¶ ¶

 -  = -
¶ ¶ò ò ò ò
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  







A

dxdy
y

P

x

Q
QdyPdx )(         Green’s theorem 

 

),( ds
dy

ds
dxt

),( ds
dx

ds
dyn 

(1) Divergence theorem 

  vdAdsnv
~~

                   

Choose  Qv 1

     Pv 2

    ),(
~ ds

dx

ds

dy
n


  

   )()()(
~~~~~~

QdyPdxdsj
ds

dx
i

ds

dy
jPiQdsnv  

 






 dA
y

P

x

Q
vdA )(  

 
(2) Stokes’ theorem 

  dAvdstv
~~~

 

~~~~
0kjQiPv   

)(
~~~
j

ds

dy
i

ds

dx
t   

  dAv
~

 

~

~~~

~
)(

0

k
y

P

x

Q

QP
zyx

kji

v

















  

 






 dA
y

P

x

Q
dAv )(

~
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Two views of Green’s theorem
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２００８／０３／２７ Y.J.Lin 製 1

例題1.計算面積

1 2 3

2

2
2

2

0
0

1
2

2 1(0, ) (0, 1) (0, ) ( , ) (0, ) ( 1,0)
5 5

1 5 1 1
2 45

A y n d

y d y d y d

y dy y

G

G G G

=  ⋅ G

= ⋅ - G+ ⋅ G+ ⋅ - G

= ⋅ = =

ò

ò ò ò

ò



2 2 2 2 2

22 2 ,
2

2
2

5 5
2 2

y
y x x

d d x d y d y d y

d y d y d y d y d y

d
d d y

d y


  

                                  


   

1

2
3

0y 

２００８／０３／２７ Y.J.Lin 製 2

推導通式 轉線積分＝？
n n

A A

y dxdy y dA 

( )( )

( )

2

n

2

2

2 2

2

2 2

2 2 2

2

y

Let: ,
1

2

1

2

2

2 1

A A

A A

n

n n

A A

n n n

A A

n n n

A A

n

n n n

A A

n y dA y y n d n n y dA

n

dA n d dA

dA dA

y y

y dA y y dA
n

y y dA y y n d y y dA

y dA y y n d y y dA

n n y

n

d

f j f j f j

f j

f j

G

G

G

G

 ⋅ =  ⋅ G- 

  ⋅

= =

=  ⋅

 ⋅ =  ⋅ G

=  ⋅ G

- 

é ù
ê ú =  ⋅ G- ê úê úë û

- -

- +

ò ò

ò ò ò

ò ò

ò ò

ò ò ò

ò ò ò

ò









( )

2

21
1

n

A

n n

A

A y y n d

y dA y y n d
n n

G

G

=  ⋅ G

 =  ⋅ G
+

ò ò

ò ò




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２００８／０３／２７ Y.J.Lin 製 3

例題2.計算形心 n=1

1 2 3

2

2 2 2

232
2

0
0

11
2

1 1 2 1 1(0, ) (0, 1) (0, ) ( , ) (0, ) ( 1,0)
2 2 25 5

1 1 5 1 2
2 2 2 6 35

A

Ay y y dA y y n d

y d y d y d

y
y dy

G

G G G

= ⋅ = =  ⋅ G

= ⋅ - G+ ⋅ G+ ⋅ - G

æ ö÷ç ÷ç= ⋅ = ⋅ =÷ç ÷ç ÷÷çè ø

ò ò

ò ò ò

ò



2 2 2 2 2

22 2 ,
2

2
2

5 5
2 2

y
y x x

d d x d y d y d y

d y d y d y d y d y

d
d d y

d y


  

                                  


   

0y 

２００８／０３／２７ Y.J.Lin 製 4

例題3.計算慣性矩 n=2

2 2 2 2 2

22 2 ,
2

2
2

5 5
2 2

y
y x x

d d x d y d y d y

d y d y d y d y d y

d
d d y

d y


  

                                  


   

1 2 3

2 2 2

3 3 3

242
3

0
0

1
6

1 1 2 1 1(0 , ) (0 , 1) (0 , ) ( , ) (0 , ) ( 1, 0 )
3 3 35 5

1 1 5 1 2
3 2 3 8 35

xx

A

I y d A y y n d

y d y d y d

y
y d y

G

G G G

= =  ⋅ G

= ⋅ - G + ⋅ G + ⋅ - G

æ ö÷ç ÷ç= ⋅ = ⋅ =÷ç ÷ç ÷÷çè ø

ò ò

ò ò ò

ò


0y 
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２００８／０３／２７ Y.J.Lin 製 5

推導通式
n m n m

A A

x y dxdy x y dA  轉線積分＝？

2

2

2

2 2 2 2

2 2 2

2

Let: ,
1

2

1
2

2

n m n m n m

A A

n m

A A

n m

A A

n m

n m n m

A A

n m n m n m

A A

n m

A

dA n d dA

x y dA dA

x y y

x y dA x y y dA
m

x y y dA x y y n d x

x y dA x y y n d x y y dA
m

m x y dA x y y

y A

d

y

n

d

f j f j f j

f j

f j

G

G

G

 ⋅ =  ⋅ G- 

  ⋅

= =

=  ⋅

 ⋅ =

é ù
ê ú =  ⋅ G- ê úê úë û

 ⋅ G

 ⋅

- 

=

ò ò ò

ò ò

ò ò

ò ò ò

ò ò ò

ò









( )( ) ( )2 2

2 2

2

1

( )

1
( 1)

n m

A

n m n m

A

n m n m

A

m m x y y dA

m m x y dA x y y n d

x y dA x y y n d
m m

-

G

G

G

G- -

+ =  ⋅ G

=  ⋅ G
+

ò ò

ò ò

ò ò




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雙重積分變成單重積分 

1

1( ) ( ) ( )
xx x

a a a

f d dx x f d        

Method.1 Proof using Leibniz rule 

將左式微分，可得
1

1( ) ( )
xx x

a a a

d
f d dx f d

dx
       

透過萊布尼茲法則

( ) ( )

( ) ( )

( , )
( , ) ( , ( )) ( ) ( , ( )) ( )

b x b x

a x a x

d f x t
f x t dt dt f x b x b x f x a x a x

dx x

    
   

可將右式微分 ( ) ( ) ( )
x x

a a

d
x f d f d

dx
        

左式等於右式，而且當 時x a
1

1( ) ( ) ( )
xa a

a a a

f d dx a f d        其值相等。 

故可得證
1

1( ) ( ) ( )
xx x

a a a

f d dx x f d        

 



1x   
x
1x

Method.2 變數變換 



1x   
x
1x



a

 

透過圖形平移可以假設 a點為原點 

 

 

1

1

0 0

1

0

0

( )

( )

( ) ( )

xx

x x

x

f d dx

f dx d

x f d



 

 

  





 

 

 





a
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1 1

1 1

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x xx x x x

a a a

f d dx x f d f d dx x f d                    

Method.3 幾何方法，見班主任(重積分轉線積分.ppt) 
 

雙重積分變成單重積分.yu 製 2008/04/01 
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重積分轉線積分

指導教授：陳正宗終身特聘教授

報告者：高聖凱

日期：2008/04/01

1

1( ) ( ) ( )
x x x

a a a
f d dx x f d       

關係說明

fF

Gf：線

F：面

G：體積

積分 微分

積分 微分
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1

1( )
x x

a a
f d dx  

 1

1 1 1() ) )( (
x

a a

x

a

x
f d dx F x F a dx    

) )( () ( )( xF a FG Gx a a a   

1

1( )
x x

a a
f d dx  

( )aF a

   ( ) ( ) ( ) ( )G x G a x a F a   

( ) ( )G x xF a ( )G a

( ) ( )
x x

a a
F d F a d    

( ) ( ) ( )
x

a

x
F d x F

a
     

( ) ( ) ( )
x

a

x
x F F d

a
      

( ) ( )
x

a
x f d   

？
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( ) ( )axF x xF 

( )
x

a
x f d 

( )aF a( )xF x  ( ) ( )G x G a 

   ( ) ( ) ( ) ( )G x G a xF x aF a   

( ) ( )
x

a

x
F d F

a
     

( ) ( )
x

a

x
F F d

a
      ( )

x

a
f d   
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( )
x

a
xf d   ( )

x

a
f d  

1

1( )
x x

a a
f d dx  

( ) ( )
x

a
x f d   
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國立台灣海洋大學河海工程NTOU/MSV工程數學(二)向量 
 

 Gauss(散度)定理 Stokes 定理 
 法向 切向 

1-2D 

n ds

dA







  



 



  

 
 
 
 

F dr

F n dS



  







  

 

2-3D 

S

V

n dS

dV







  




 



 

 
 
 
 
 

沒了 
因為面上切向量 

怎麼定？ 

 



:velocity 
流量跑出 

F


:force 
作功 

 縱波 橫波 
 P 波 S 波 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

授課老師：陳正宗 終身特聘教授    2008/03/13   Gauss-stokes.doc 羿州製 

n
 dr  

n


dS
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 Evaluate , where C is the boundary of the plane 

. See the Figure 1.  

c
zdx xdy ydz+ +ò

y1z= -

z 

 
Sol: 

  ( , , )

0 1 1( , , )
2 2 2

F zi xj yk

i j k

F i
x y z

z x k

n i j k

= + +

¶ ¶ ¶´ = =
¶ ¶ ¶

=







j k  

 

0 1 1( , , ) ( , , )
2 2 2

1 1( ) 2
2 2

2 2 2

4

c S

S

S S

S R

zdx xdy ydz F ndS

i j k i j k dS

dS dS

dS dR

+ + = ´ ⋅

= ⋅

= + =

= =

=

ò òò

òò

òò òò

òò òò

 

 

y 

x 

(2,0,0) 

C 

S 

R 

Figure 1 

【工數(二)講義，April.09, 2008. Stokes＇Theorem.doc】陳正宗終身特聘教授 謝祥志 製 

dS 

dR 
cos 2

cos
dR dR

dS dR
dS

q
q

=  = =
θ 

72



  海洋大學河海工程學系   工程數學（二）－補救教學練習考Ⅰ   姓名： 

Fig.1                           Fig.2 

 

(a). Please determine the area of triangle OAB composed by the three points O:(0,0), A:(2,1), 

B:(1,2)as shown in Fig.1, where the origin is (0,0), (x1,y1)=(2,1), (x2,y2)=(1,2).  

 

(b). Please determine the area of triangle composed by the three points (0,0), (x,y), (x+dx, 

y+dy)as shown in Fig.2, where (x+dx,y+dy) is the neighborhood of (x,y).  

 

(c). What is the Green theorem ?  

(d). Please determine 
C

r nds⋅ò , where r  is the position vector of (x,y) and n  is 

the normal vector of contour C, ds  is the path integration, where C is the closed  

contour along boundaries of triangle OAB: (0,0), (2,1), (1,2) as shown in Fig.1.  

 

(e). Please determine the divergence of position vector r  i.e., ? r where r=x i +y j ?  

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

       Small test 08-01.doc 魯蛋製 

(x1,y1) 

(x2,y2) 

x2 

r1 

r2 
r 

α 

O 

A 

B 

 (x,y) 

(x+dx, y+dy) 
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2008 河工所研究所入學考題 (工數) 參考解答 Chen and Yeih  

      1. Vector calculus: 

Fig.1                           Fig.2 

 

   (a). Please determine the area of triangle OAB composed by the three points O:(0,0), A:(2,1), B:(1,2) 

           as shown in Fig.1, where the origin is (0,0), (x1,y1)=(2,1), (x2,y2)=(1,2). (5 %) 

2

3

12

21

2

1
=  

        (b). Please determine the area of triangle composed by the three points (0,0), (x,y), (x+dx, y+dy) 

           as shown in Fig.2, where (x+dx,y+dy) is the neighborhood of (x,y). (5 %) 

∫ −=
++

ydxxdy
yx
dyydxx

2

1

2

1
 

        (c). What is the Green theorem ? (5 %) 

A= ∫ + QdyPdx  

                                       = ∫∫ 







∂
∂

−
∂
∂ dA

y
P

x
Q

 

                                    
xQ

yP
−=

=
 

       

 

 

 

(x1,y1) 

(x2,y2) 

x2 

r1 

r2 
r 

α 

O 

A 

B 

 (x,y) 
 

(x+dx, y+dy) 
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)
2

1
,

2

1
(=n

)
2

1
,(1 xxr =

)
5

2
,

5

1
(

1

−
=n

)2,(2 xxr = )
5

1
,

5

2
(

2

−
=n

dsxx∫ ⋅− )
2

1
,

2

1
()3,(

∫
−

⋅ dsxx )
5

2
,

5

1
()

2

1
,(

∫
−

⋅ dsxx )
5

1
,

5

2
()2,(

∫ ⋅ndsr

  (d). Please determine 
C

r nds , where r  is the position vector of (x,y) and n  is the normal vector  

           of contour C, ds  is the path integration, where C is the closed contour along boundaries of 

triangle OAB: (0,0), (2,1), (1,2) as shown in Fig.1. (5 %)  

 

 

 

= 

    

+ 

 

+ 

= dsxx )
2

1

2

3

2

1
(

2

0
−+∫  

= 3
2

3 2

0
=∫ ds  

  (e). Please determine the divergence of position vector r  i.e., ?=⋅∇ r where r=x i +y j (5%). 

 

∫∫ ⋅∇
A

rdA     ),(
yx ∂
∂

∂
∂

=∇  ),( yxr =  

                            ),(
y
y

x
xr
∂
∂

∂
∂

=⋅∇ =1+1=2 

  

 

)3,( xxr −=
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海洋大學河海工程學系   工程數學（二）－補救教學練習考 2   姓名： 

 

1.求函數
2y x ，在點 (2,4)的曲率及曲率半徑。 

 
 
 
 
 

2.
( ) cos( )

( ) sin( )

( ) 3

x t t t
y t t t

z t t

 



 

，時域參數表示法轉空域參數表示法，求 t與 s的關係?( s :

路徑長) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. 

21
( )

2

( ) 2

( )

t

t

x t e

y t e
z t t

 
 
 


，時域參數表示法轉空域參數表示法，求 t與 s的關係? ( s :

路徑長) 

 
 

 

 

 

 

 

Small test 08-02.2.doc 魯蛋製 
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1. 求函數 2y x= ，在點 (2, 4)的曲率及曲率半徑。 

' 2
" 2

y x
y
=
=

       
( )

( )

3 22

3 23 2

1 "

1 '

1 2

1 2

y

y

x

ρ

ρ

=
 + 

=
 + 

     

[ ]3 2

1 2 0.029
1 16ρ

= =
+

 

ρ =35.046 

 
 

2.
( ) cos( )
( ) sin( )

( ) 3

x t t t
y t t t

z t t

 =


=
 =

，時域參數表示法轉空域參數表示法，求 t與 s的關係?( s :路徑長) 

2 2 2 2

2 2 2

2

2

( ) ( ) ( ) ( )

1 3

4

ds dx dy dz

ds dx dy dz
dt dt dt dt

t

t

= + +

     = + +     
     

= + +

= +

    

( ) ( )
( ) ( )

2
2 2 2

2
2 2 2

2

' cos sin

' sin cos

' 3

sin 2 cos sin cos

cos 2 cos sin sin

3

x t t t

y t t t

z

dx t t t t t t
dt

dy t t t t t t
dt

dz
dt

= −

= +

=

  = − + 
 

  = + + 
 

  = 
 

 

2 21 ( 4 4ln 4 )
2

s t t t t c∴ = + + + + +  

0 0
2.77

t s
c
= → =

∴ = −


 

2 21 ( 4 4ln 4 ) 2.77
2

s t t t t+ + −∴ = + +  
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3. 

21( )
2

( ) 2
( )

t

t

x t e

y t e
z t t

 =
 =
 =


，時域參數表示法轉空域參數表示法，求 t與 s的關係? ( s :路徑長) 

  
2 2 2ds dx dy dz

dt dt dt dt
     = + +     
     

 

     = 4 22 1t te e+ +  

  ( )
1

4 2 22 1t tds e e
dt

= + +  

   ( )2 1tds e dt= +  

   21
2

ts e t c= + +  

0 0
1
2

t s

c

= → =

∴ = −


 

21 1
2 2

ts e t∴ = + −  
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海洋大學河海工程學系   工程數學（二）－補救教學練習考 3   姓名： 

1.在一個平面盤上溫度的分布函數為 2 2( , ) 20 4T x y x y   。 

求(1) 在 (2,3) 位置，哪個方向溫度增加最快? 

(2) 變化率的最大值為何? 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.一球體之溫度分部為 2 2( , , ) 2T x y z x xy y yz    ，求在點 (1,1,1) 延著

1
( ,1,2)
2

P 到
3

( ,0,3)
2

Q 的方向導微?  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

 

 

 

Small test 08-03.doc 魯蛋製 
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1. 在一個平面盤上溫度的分布函數為 2 2( , ) 20 4T x y x y= − − 。 

求(1) 在 (2,3)位置，哪個方向溫度增加最快? 

  (2) 變化率的最大值為何? 

(1) 

( 8 ,2 ) ( 16, 6)

cos 292 1 cos

T T a x y a a
a
T a θ θ

∂
= ∇ ⋅ = − ⋅ = − − ⋅

∂
∇ ⋅ = × ×

 
 

when  
16 6cos 0 ( , )
292 292

aθ − −
= ⇒ =


 

(2) 

292TT T
T

∇
∇ ⋅ = ∇ =

∇
 

 
 

2.一球體之溫度分部為 2 2( , , ) 2T x y z x xy y yz= + + + ，求在點 (1,1,1) 延著
1( ,1,2)
2

P 到

3( ,0,3)
2

Q 的方向導微?  

 
 

(1, 1,1)
(2 , 2 2 ,2 )

1 1 1(3,5,2) ( , , )
3 3 3

3 5 2
3 3 3

0

PQ a
T x y x y z y

T a

= − =
∇ = + + +

−
∇ ⋅ = ⋅

= − +

=





 

 
 

1
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海洋大學河海工程學系   工程數學（二）－補救教學練習考 4  姓名： 

                                                         學號： 

1. 

 

 

 
 

試求此三角形的面積?  請利用 21
1

2A

dxdy y n d
G

=  ⋅ Gòò ò 
，面積分跟線積分各算

一次。 

 
 
 
 
 
 
2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

試算出點 ( 2,0) 的曲率半徑?(請用今天上課所交的方法) 

 

 

(1,0)

(0, 2)

(0,0)

y

x

x

y

(2,0)( 2,0)  

81



1. 

 

 

 
 
 

試求此三角形的面積?  請利用 211
2A

dxdy y n d


    


，面積分跟線積分各算一

次。 

Sol: 
面積分: 

12 20 0
2

2 0 2
2

21 1
2 4

y y yA dxdy dxdy dy y


 



          

線積分: 

1 2 3

2

0
0

2

2
2

1
2

2 1(0, ) (0,1) (0, ) ( 1,0) (0, ) ( , )
5 5

1 5 1 1
2 45

A y n d

y d y d y d

y dy y



  




   


       


   



  





 

 
2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

試算出點 ( 2,0)− 的曲率半徑?(請用今天上課所交的方法) 

(1,0)  

(0, 2)−  

(0,0)  

y  

x  

x  

y  

(2,0)  ( 2,0)−  

1Γ  

2Γ  
3Γ  

3n


 

1n


 

2n

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Set: 

參數表示式: 

   
     

3
3 322 2

2 2
2 2

2cos 2sin 2cos
:

2sin 2cos 2sin

2sin 2cos

2sin 2sin 2cos 2cos
( ) (4) 2

4

x x
y y

x y
xy y

x
let

y

x


  
  

 

   

 




                   

    
  

  
 

 

 

 

 

 

變成弧長表示式: 

2sin2cos
:

2sin 2cos

dx
x dlet
y dy

d

 






        

 

( ) ( )θ θ
θ θ

θ

   = + = − +   
   

⇒

  = − −    ⇒ ⇒  
  = = = −


=

  

=



 

 

2 2
2 2

2 sin 2 cos

2

1
2 cos sin cos

2 2 2 2

1
2 sin cos sin

2 2 2 2

dx dy
ds

d

x x

y

d

s

s s s
x

s s s
y y

 

(a) ρ

   − + +
= = =

−        −   

 

   
       

   

− − −

 
   

2 2

2 2 sin cos
2 2

1 1
sin sin cos cos

2 2 2 2 2 2

2

s s

X Y

XY X sY s s s
 

(b) ρ = = =
−        −       

       
− − −

    1 1
sin sin cos cos

2 2 2

1 1

2

2

2 2

XY XY s s s s
 

(c) ρ = = =
+    +   


− −

  

  2 22 2
1 1
cos sin

2 2

1

2

2

2

1

s sX Y
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工數第一次大考(Vector calculus) 18:00-20:00 April 10, 2008 

日期：2008 年 4 月 10 日 姓名：            學號：             

1 Evaluate , where the force field , and C is the trace of 

the cylinder  in the plane . (See Figure 1.) (a) Use Stokes’ theorem to 

determine the . (6%) (b) Use line integral determine the 

c c
F dr zdx xdy ydz⋅ = + +∫ ∫ ( , , )F z x y=

2 2 1x y+ = 2y z+ =

c
F dr⋅∫ c

F dr⋅∫ . (6%)  

(c) Determine . (6%) (d) Is the force field  conservative? (2%) (e) Why? (5%) ,F∇× ∇⋅F F
      

                   

 

 

 

 

 

 
2 See Figure 2. 

z

y

C 

R

S

x
2 2 1x y+ =  

2y z+ =

Figure 1 

-1 -0.5 0.5 1
x

-1

-0.5

0.5

1

y

+ =
2 2

3 3 1x y
2 2

( , )
4 4

Figure 2 

a. Find the parameter form for the curve.( Hint:
3( ) cos

( ) ?

x

y

θ θ
θ

⎧ =
⎨

=⎩
) (2%) 

b. Find the total arc length of the curve. (3%) 
c. Use the Green theorem to calculate the area bounded by the curve. 

(Hint: ) (5%) = −∫2A xdy ydx

d. Find the radius of curvature for the curve at the point
2 2

( ,
4 4

) .(10%) 

3 Given a spatial curve described by a time-like parameter as follows： 

( )

( )

( ) cos ln( )
3

( ) sin ln( ) , 0
3

( )
3

tx t t

ty t t

tz t

⎧ =⎪
⎪
⎪ = >⎨
⎪
⎪

=⎪
⎩

t  and ( ) ( ), (0)

( )

(0), (0) 0, 0, 0 ( ) ?

( )

z
X s

x y Y s
Z s

⎧
⎪= ⇒ ⎨
⎪
⎩

 

Try to find the following solutions:  
a. Transform the time-like into space-like parameter. ( , where s is arc length ) (7%) t → s
b. Find the unit tangential vector, normal vector and bi-normal vector of the curve, 

( ), ( ) ( )s s and sτ υ β . (10%) 
c. Please determine the radius of curvature for ρ  and σ , try to plot the curve. (6%) 

d. If ( ) ( )( ) ( ), ( ), ( ) ( ) ( ), ( ), ( )r t x t y t z t R s X s Y s Z s= ⇒ = , please determine 
2 3

2 3

dR d R d R
ds ds ds

⎛ ⎞
× ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 at 

3t = . (7%) 

背面尚有試題 
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4 The temperature field, , on the surface of a metal plate is ( , )T x y

( , ) 4 3 6cos( ) 4cos( )sin( )
6

T x y x x yπ
= + − − . 

a. Please determine the directional derivative at the point P ( , )
6 6

π π
 in the direction from 

 to . (3%)  ( 1,2)a − (1,3)b
b. In which directions the temperature increase and decrease most rapidly at the point ? 

(Please express your answer in a unit vector). (4%) Why? (4%) 
P

c. Please determine the minimum rate of the temperature field at the point . (3%) P
d. In which directions the temperature has no change at the point ?  (Please express your 

answer in a unit vector). (4%) Why? (4%)  
P

e. Please determine the tangent plane across the point ( , , ( , ))
6 6 6 6

Tπ π π π
.(See Figures 3 and 4.)  (3%)

 

     
          

v
 

 

 

 

 

 

 

 
5 Domain integral ↔ boundary integral (See Figure 5.)  

a. Please derive the formula
21

1
2A

ydxdy d
nΓ

∂
= Γ

∂∫∫ (5%) ∫
b. Please calculate the area (Figure 5) by using the following formula (5%) 

(Please use both integrals and compare with each other.) 
21

1
2A

ydxdy d
nΓ

∂
= Γ

∂∫∫ ∫  

c. Use the following formulas to find the centroid ( , )x y  (10%) 

( )

( )

2

2

1

1

1

1

A A

A A

Ax x dxdy x dA x x n d
n n

Ay y dxdy y dA y y n d
n n

Γ

Γ

= = = ∇ ⋅
+

= = = ∇ ⋅
+

∫∫ ∫ ∫

∫∫ ∫ ∫

Γ

Γ
 

 

 
 
 
 

−
5 π
cccccccc
6

−
π
cccc
2

−
π
cccc
6

0 π
cccc
6

π
cccc
2

5 π
cccccccc

6

x

−
5 π
cccccccc

6

−
π
cccc
2

−
π
cccc
6

0

π
cccc
6

π
cccc
2

5 π
cccccccc

6

y

0

5

10

15

THx,yL

−
5
cc

−
π
cccc
2

−
π
cccc
6

0

π
cccc
6

π
cccc
2

5 π
cccccccc

6

y

( , , ( , ))
6 6 6 6

Tπ π π π
 

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

( 1,2)a −

 

(1,3)b  v

( , )
6 6

p π π
 

Figure 3 Figure 4 

A B

π
2

θ =  

y  

Γ1  

Γ2  

Γ3

πa
4

x
Figure 5 
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工數第一次大考(Vector calculus) 18:00-20:00 April 10, 2008 

日期：2008 年 4 月 10 日 姓名：            學號：             

1 Evaluate , where the force field , and C is the trace of 

the cylinder  in the plane . (See Figure 1.) (a) Use Stokes’ theorem to 

determine the . (6%) (b) Use line integral determine the 

c c
F dr zdx xdy ydz⋅ = + +∫ ∫ ( , , )F z x y=

2 2 1x y+ = 2y z+ =

c
F dr⋅∫ c

F dr⋅∫ . (6%)  

(c) Determine . (6%) (d) Is the force field  conservative? (2%) (e) Why? (5%) ,F∇× ∇⋅F F
      

                   

z

y

C 

R

S

x
2 2 1x y+ =  

2y z+ =

Figure 1 

 

 

 

 

 

 

 

Sol: 

   (a)Using Stokes’ Theorem  ( )
C S

F tds F ndS⋅ = ∇× ⋅∫ ∫∫

   

i j k

F i
x y z
z x y

∂ ∂ ∂
∇× = = + +

∂ ∂ ∂
j k  

   
0 1 1

( )
2 2 2

n i j= + + k          

   

( )

0 1 1
( ) (

2 2 2

2

2 2 2

C S

S

S

R

F tds F ndS

i j k i j k dS

dS

dA π

⋅ = ∇× ⋅

= + + ⋅ + +

=

= =

∫ ∫∫

∫∫

∫∫
∫∫

)
 

1

2

1 2

1 2

cos
cos

2

(0,1,1)

(0,0,1)

1
cos

2

dA dAdS
dS

dS dA
n
n

n n
n n

θ
θ

θ

= ⇒ =

∴ =
=

=

⋅
= =dA 

dS 

θ 

1n

2n  

  

 

 

 

 

86



國立台灣海洋大學  河海工程學系 2B   工程數學（二）陳正宗終身特聘教授 

Mid2008-test1.doc Chen J T 製表 2

C∫

(b) Use line integral 

     

2

0

2
2

0

2

0

2
2

0

0

cos sin

sin cos

2 sin cos

(2 sin ) sin

sin 2sin

cos cos

cos

sin

c C C

C

C

C

zdx xdy ydz zdx xdy ydz

x dx d
y dy d
z dz d

zdx d

d

xdy d

d

ydz

π

π

π

π

θ θ θ
θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ π

θ θ θ

θ θ π

θ

+ + = + +

⎧ ⎧= =−⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= ⇒ =⎨ ⎨⎪ ⎪⎪ ⎪= − =−⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎩

= − −

= − =

=

= =

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

∫
2

2

0

( cos )

sin cos 0

0 2
C C C

d

d

zdx xdy ydz

π

π

θ θ

θ θ θ

π π π

−

=− =

∴ + + = + + =

∫

∫

∫ ∫ ∫
   (c) Determine  ,F F∇× ∇⋅

   

( ) ( ) (

i j k

F i j k
x y z
z x y

z x yF z x y
x y z x y z

∂ ∂ ∂
∇× = = + +

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇⋅ = + + ⋅ + + = + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
) 0

 

  (d) Is the force field  conservative? F
   No 

 

  (e) Why? 

  因為  0F∇× ≠
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2 See Figure 2. 

a. Find the parameter form for the curve.( Hint:
3( ) cos

( ) ?

x

y

θ θ
θ

⎧ =
⎨

=⎩
) (2%) 

b. Find the total arc length of the curve. (3%) 
c. Use the Green theorem to calculate the area bounded by the curve. 

(Hint: ) (5%) = −∫v2A xdy ydx

d. Find the radius of curvature for the curve at the point
2 2

( ,
4 4

) .(10%) 

-1 -0.5 0.5 1
x

-1

-0.5

0.5

1

y

+ =
2 2

3 3 1x y  
2 2

( , )
4 4

Figure 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sol. 

(a)∵ ,2 2cos sin 1θ θ+ = ∴set 
3

3

cos

sin

x

y

θ
θ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 

(b) Set 

2
3

3
2

3 cos sin
cos

sin
3 sin cos

dx
x d

dyy
d

θ θθ θ
θ θ θ

θ

⎧ = −⎪⎧ =⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
=⎪⎩ ⎪ =

⎪⎩

 

   

2 2 2 2( 3 cos sin ) (3 sin cos ) 3 sin cosds d dθ θ θ θ θ θ= − + = θ θ

2 2

0 0

4 3 sin cos 6 sin 2 6s ds d d

π π

θ θ θ θ θ= = = =∫ ∫ ∫  

(c)
1

( )
2

A xdy ydx= −∫v  

  

4 2 4 2

2 2 2
2 2 2

0 0 0

1
(3 cos sin 3 sin cos )

2

1 3 3 1 cos 2 3
3 cos sin sin 2

2 8 8 2

A d d

d d d
π π π

θ θ θ θ θ θ

8

θ πθ θ θ θ θ θ

= +

−
= = =

∫

∫ ∫ ∫

v

=
 

(d) Method1 
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3 32 2
( , ) (cos ,sin ) 3 sin cos
4 4 4 4 4

ds
the point we konw and

d

π π πθ θ
θ

= ∴ = =∵ θ      

3

3

2

2

2

2

( ) ( ) cos

( ) ( ) sin

( ) ( )
cos

( ) ( )
sin

( ) 1 ( ) ( cos ) sin
( )

3 sin cos

( ) 1 ( ) (sin ) cos
( )

3 sin cos

x s x

y s y

d x s dx d

ds d ds

d y s dy d

ds d ds

d x s d x s d d d

ds d ds ds d ds

d y s d y s d d d

ds d ds ds d ds

θ θ

θ θ

θ θ θ
θ
θ θ θ
θ

θ θ θ θ
θ θ θ

θ θ θ θ
θ

θ θ θ

⎧ = =⎪
⎨

= =⎪⎩
⎧

= = −⎪⎪
⎨
⎪ = =⎪⎩

−
= = =

= = =

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩ θ

2 2

2 2

2 2

2 2

( ) ( )

( cos ) (sin )
3 sin cos

cos sin
( cos ) sin

3 sin cos 3 sin cos

dx dy

ds ds
dx d y d x dy

ds ds ds ds

ρ

θ θ θ θ
θ θθ θ

θ θ θ θ

+
=

−

− +
= =

− −

 

So 
4

we konw
πθ = ,

1 1 3
3 sin cos 3

22 2
ρ θ θ= = =  

  Method2 

2 2
2 22 2

2 2

1 1
3 sin cos

sin cos
( ) ( )( ) ( )
3 sin cos 3 sin cos

d x d y

ds ds

ρ θ θ
θ θ

θ θ θ θ

= = =
++

So 

,
1 1 3

3 sin cos 3
22 2

ρ θ θ= = =  
4

we konw
πθ =

  Method3 

2
3

3
2

( )
3 cos sin

( ) cos

( )( ) sin
3 sin cos

dx
x d

dyy
d

θ θ θθ θ θ
θθ θ θ θ
θ

⎧ = −⎪⎧ =⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
=⎪⎩ ⎪ =

⎪⎩

 

2
3 2

2

2
3 2

2

( )
3 cos 6 sin cos

( )
3 sin 6 cos sin

d x

d

d y

d

θ θ θ θ
θ
θ θ θ θ

θ

⎧
= − +⎪⎪

⎨
⎪ = − +⎪⎩
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3

2 32 2
2 2 2

2 2 2 2

2 2

( ) ( )
(9 cos sin

3 sin cos
9 cos sin

dx dy

d d

dx d y d x dy

d d d d

θ θθ θρ θ θ
θ θ

θ θ θ θ

⎡ ⎤+⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦= = =
−

−
 

So 
4

we konw
πθ = ,

1 1 3
3 sin cos 3

22 2
ρ θ θ= = =  

 

 

 

 
3 Given a spatial curve described by a time-like parameter as follows： 

( )

( )

( ) cos ln( )
3

( ) sin ln( ) , 0
3

( )
3

tx t t

ty t t

tz t

⎧ =⎪
⎪
⎪ = >⎨
⎪
⎪

=⎪
⎩

t  and ( ) ( ), (0)

( )

(0), (0) 0, 0, 0 ( ) ?

( )

z
X s

x y Y s
Z s

⎧
⎪= ⇒ ⎨
⎪
⎩

 

Try to find the following solutions:  
a. Transform the time-like into space-like parameter. ( , where s is arc length ) (7%) t → s
b. Find the unit tangential vector, normal vector and bi-normal vector of the curve, 

( ), ( ) ( )s s and sτ υ β . (10%) 
c. Please determine the radius of curvature for ρ  and σ , try to plot the curve. (6%) 

d. If ( ) ( )( ) ( ), ( ), ( ) ( ) ( ), ( ), ( )r t x t y t z t R s X s Y s Z s= ⇒ =
� �

, please determine 
2 3

2 3

dR d R d R
ds ds ds

⎛ ⎞
× ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
� � �  at 

3t = . (7%) 

Sol. 

(a) 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
( ) cos ln( ) sin ln( )

3 3
1 1

( ) sin ln( ) cos ln( ) , 0
3 3

1
( )

3

x t t t

y t t t

z t

⎧ = −⎪
⎪
⎪ = +⎨
⎪
⎪

=⎪
⎩

�

�

�

t >  

2 2 2ds dx dy dz
dt dt dt dt

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1 1 1
2

cos ln( ) sin ln( ) sin ln( ) cos ln( )
3 3 3 3

t t t t⎡ ⎤ ⎡ ⎡ ⎤= − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎣ ⎦

1

3

⎤ +⎥⎦
1=  
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ds dt s t= → =  

( )

( )

( ) cos ln( )
3

( ) sin ln( ) , 0
3

( )
3

sx s s

sy s s s

sz s

⎧ =⎪
⎪
⎪ = >⎨
⎪
⎪

=⎪
⎩

 

 

(b) 

( ) ( ) ( )
( ) , ,

dx s dy s dz ss
ds ds ds

τ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠�

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
cos ln( ) sin ln( ) sin ln( ) cos ln( )

3 3 3 3

1

3
s s i s s j k⎡ ⎤ ⎡= − + + +⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣� ��

⎤ ⎡ ⎤
⎥ ⎢ ⎥⎦ ⎣ ⎦

 

( ) // ( )
ds s
ds

υ τ
� �

 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 1 1 1
( ) sin ln( ) cos ln( ) cos ln( ) sin ln( ) 0

3 3 3 3

d s s s i s s j
ds s s s s
τ ⎡ ⎤ ⎡= − − + − +⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣� � �

k⎤
⎥⎦ �

2

2 2
( )

3 3

d s
ds s s
τ = =
�

 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 1 1 1
( ) sin ln( ) cos ln( ) cos ln( ) sin ln( ) 0

2 2 2 2
s s s i s sυ ⎡ ⎤ ⎡= − + + − +⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣� � �

( ) ( ) ( )s s s

j k⎤
⎥⎦ �

β τ υ= ×
� ��

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
cos ln( ) sin ln( ) sin ln( ) cos ln( )

3 3 3 3
1 1 1 1

sin ln( ) cos ln( ) cos ln( ) sin ln( ) 0
2 2 2 2

i j

s s s s

s s s s

= − +

− −
+ −

� ��
1

3

k

   

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1
sin ln( ) cos ln( ) cos ln( ) sin ln( )

3 3 3 3 3
1 1 1 1

cos ln( ) sin ln( ) 0 sin ln( ) cos ln( ) 0
2 2 2 2

s s s s
i j

s s s s

+ −
= −

− −
− +

� �

1

3

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
cos ln( ) sin ln( ) sin ln( ) cos ln( )

3 3 3 3
1 1 1 1

sin ln( ) cos ln( ) cos ln( ) sin ln( )
2 2 2 2

s s s s
k

s s s s

− +
+
− −

+ −
�

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
cos ln( ) sin ln( ) sin ln( ) cos ln( )

6 6 6 6
s s i s s j⎡ ⎤ ⎡= − − − + +⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣� ��

2

6
k⎤ ⎡ ⎤

⎥ ⎢ ⎥⎦ ⎣ ⎦
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(c) 

2

1 2
( )

3 3

d s
ds s s
τ

ρ
= = =

�
2

 

3

2
sρ =  

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 1 1 1
sin ln( ) cos ln( ) cos ln( ) sin ln( ) 0

6 6 6 6

d s s i s s j k
ds s s s s

β ⎡ ⎤ ⎡= + − −⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣� �� �
⎤ +⎥⎦

1 1

3

d
ds s
β

σ
= − =�  

-200

-100

0

100

200

-200

-100

0

100

200

0

50

100

150

200

-200

-100

0

100

-100

0

100

0

50

0

3sσ =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(d) 

 

2 3

2 3

1 1dr d r d r d
ds ds ds ds

τ υ υ
ρ ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎛ ⎞× ⋅ = × ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣⎝ ⎠
� � � � � �

⎤

⎦
 

1 1 1 1β τ β
ρ ρ ρ σ

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⋅ − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦�� �
 

2

1 1

ρ σ
=  

3

2

3 3s
=  

2

27
=  
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4 The temperature field, , on the surface of a metal plate is ( , )T x y

( , ) 4 3 6cos( ) 4cos( )sin( )
6

T x y x x yπ
= + − − . 

a. Please determine the directional derivative at the point P ( , )
6 6

π π
 in the direction from 

 to . (3%)  ( 1,2)a − (1,3)b
b. In which directions the temperature increase and decrease most rapidly at the point ? 

(Please express your answer in a unit vector). (4%) Why? (4%) 
P

c. Please determine the minimum rate of the temperature field at the point . (3%) P
d. In which directions the temperature has no change at the point ?  (Please express your 

answer in a unit vector). (4%) Why? (4%)  
P

e. Please determine the tangent plane across the point ( , , ( , ))
6 6 6 6

Tπ π π π
.(See Figures 3 and 4.)  (3%)

 

     
          

v
�

 

 

 

 

 

 

 

 

Sol. 

(a) 
2 2

(2,1) 2 1
( ,

5 52 1
v = =

+�
)  

   
( , ) (6sin( ) 4 ( )sin( ), 4cos( )cos( ))

( , ) (4, 3)
6 6

T x y x sin x y x y

T π π
∇ = + −

⇒∇ = −
 

   
( , ) 2 16 6 ( , ) ( 54, 3) ( , )

6 6 5 5

T
T v

v

π π
π π∂

∴ =∇ ⋅ = − ⋅ =
∂ �

  

 

(b)  
4 3

max ( , )
5 5

⇒ −  

    
4 3

min ( , )
5 5

⇒ −  

 

因為 cos( )
T T n T n
v

θ∂
= ∇ ⋅ = ∇

∂ � �
 

       1 cos( ) 1θ− ≤ ≤  

−
5 π
cccccccc
6

−
π
cccc
2

−
π
cccc
6

0 π
cccc
6

π
cccc
2

5 π
cccccccc

6

x

−
5 π
cccccccc

6

−
π
cccc
2

−
π
cccc
6

0

π
cccc
6

π
cccc
2

5 π
cccccccc

6

y

0

5

10

15

THx,yL

−
5
cc

−
π
cccc
2

−
π
cccc
6

0

π
cccc
6

π
cccc
2

5 π
cccccccc

6

y

( , , ( , ))
6 6 6 6

Tπ π π π
 

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

( 1,2)a −

 

(1,3)b  v
�

( , )
6 6

p π π
 

Figure 3 Figure 4 
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   所以
max 0

min 180

T
n

θ

θ

⎧ ⇒ =∂ ⎪⇒ ⎨∂ ⇒ =⎪⎩

D

D
 

   因此溫度增加最快的方向即為梯度方向
4 3

( , )
5 5
− 。 

   溫度降低最快的方向即為梯度方向的反向
4 3

( , )
5 5

− 。 

 

(c) cos( )
T T n T n
v

θ∂
= ∇ ⋅ = ∇

∂ � �
 

   1 cos( ) 1θ− ≤ ≤∵  

min

cos(180 )
T T n T n T
n

∂⎛ ⎞
5∴ =∇ ⋅ = ∇ = − ∇ =⎜ ⎟∂
−

⎝ ⎠
D

� �
 

 

(d) 
3 4 3 4

( , ) ( , )
5 5 5 5

and − −  

    因為 cos( )
T T t T t
t

θ∂
= ∇ ⋅ = ∇

∂ � �
 

       1 cos( ) 1θ− ≤ ≤  

   若溫度不改變的話，也就是變化率為 0，即方向導微為 0，也就是 

   。 90 270andθ θ= =D D

   因此溫度不改變的方向即跟梯度方向垂直
3 4 3 4

( , ) ( , )
5 5 5 5

and⇒ − − 。 

    

(e) 切於此點 ( , , )
6 6 6

π π π
平面的法向量，為 (4, 3, 1)n = − −

�
， 

   令平面方程式為 4 3x y z k− − = ， ( , , )
6 6 6

π π π
代入，得 0k = 。 

   所以切於此點 ( , , )
6 6 6

π π π
的平面方程式為 4 3 0x y z− − = 。 
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5 Domain integral ↔ boundary integral (See Figure 5.)  

a. Please derive the formula
21

1
2A

ydxdy d
nΓ

∂
= Γ

∂∫∫ ∫> (5%) 

b. Please calculate the area (Figure 5) by using the following formula (5%) 

(Please use both integrals and compare with each other.) 
21

1
2A

ydxdy d
nΓ

∂
= Γ

∂∫∫ ∫>  

c. Use the following formulas to find the centroid ( , )x y  (10%) 

( )

( )

2

2

1

1

1

1

A A

A A

Ax x dxdy x dA x x n d
n n

Ay y dxdy y dA y y n d
n n

Γ

Γ

= = = ∇ ⋅ Γ

Γ

+

= = = ∇ ⋅
+

∫∫ ∫ ∫

∫∫ ∫ ∫

�

�

y

 

π
 2

θ =  

 

Γ1  

Γ2  

Γ
 3

 
πa 
4 

 x
 Figure 5 
 
 

Sol: 

(a).試推導由面積分轉線積分
21

1
2A

ydxdy d
nΓ

∂
= Γ

∂∫∫ ∫>  

利用格林第二恆等式： 

2

2 2

2 2 2

2 2 2

Let: 1 ,

A A

A

A

dA n d dA

y or x

y dA y n d

y dA y n d

φ ϕ φ ϕ φ ϕ

φ ϕ

Γ

Γ

Γ

∇ = ∇ ⋅ Γ− ∇ ⋅∇

= =

∇ = ∇ ⋅ Γ

⇒ ∇ = ∇ ⋅ Γ

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

2 2 21 1
1

2 2A A

y dA dA y n d
Γ

⇒ ∇ = = ∇ ⋅∫ ∫ ∫ Γ  

 

(b).以上列公式面積分及線積分計算面積 

面積分: 

2 2

3 3 2
4 4

0
4 4 0

3
2 2 24

4

; cos , sin

1
2

3

2 2 4 4 4

a
a

A

x y a x a y a

adxdy a dad d

a a a

π π

π π

π

π

θ θ

θ θ

θ π π π

+ = = =

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎛ ⎞= = − =⎢ ⎥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

∫∫ ∫ ∫ ∫  
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線積分: 

1 2 3

2

1 2

1

2
1 1 1 1

(0, ) ( , ) (0, ) (cos ,sin ) (0, ) ( , )
2 2 2 2

A y n d

3y d y d yθ θ

Γ

Γ Γ Γ

= ∇ ⋅ Γ

− −
= ⋅ Γ + ⋅ Γ + ⋅

∫

∫ ∫ ∫ d−
Γ

 

第一線段： 

( )

1 1

1

1 1

2 2 2

1

1

2 22
2

1
0

0

1 1
(0, ) ( , )

2 2 2

1 ; 1

2

2
2 42 2

a
a

yy d d

d dx dy
dy dy dy

dx dy
dy dy

d dy

y y yd dy

Γ Γ

Γ

− −
⋅ Γ = Γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ = ⎟ + ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= =

Γ =

⎛ ⎞− − ⎟⎜Γ = ⋅ =− =−⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫
a

 

第二線段： 

2 2
2 2

2 2 2

(0, ) (cos ,sin ) sin

cos ; sin

sin ; cos

y d y

d dx dy
d d d

x a y a
dx dya a
d d

θ θ θ

θ θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

Γ Γ
⋅ Γ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜= +⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= =

=− =

∫ ∫ dΓ

 

( ) ( )
2

2

3 3

4 4
2

4 4

3 3
2 2 24 4

4 4

3
2 2 24

4

sin sin sin sin

1 cos 2
sin

2

1
sin 2

2 2 4 2

d a d

y d y ad a

a d a d

a a a

π π

π π

π π

π π

π

π

θ

θ θ θ θ

θ
θ θ θ

π
θ θ

Γ

Γ =

⎡ ⎤− Γ = − = ⋅⎣ ⎦

⎛ ⎞− ⎟⎜= = ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜= + = +⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫ ∫

a dθ θ
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第三線段： 

( )

3 1

3

3 3

2 2 2

3

3

2 22
2

3
0

0

2 2 2 2 2

1 1
(0, ) ( , )

2 2 2

1 ; 1

2

2
2 42 2

4 4 2 4 4

a
a

yA y d d

d dx dy
dy dy dy

dx dy
dy dy

d dy

y y yd dy

a a a a aA π π

Γ Γ

Γ

− − −
= ⋅ Γ = Γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ = ⎟ + ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= =

Γ =

⎛ ⎞− − ⎟⎜Γ = ⋅ =− =−⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

=− + + − =

∫ ∫

∫ ∫
a

 

(c).以下列公式計算形心 y  

1 2 3

2

2 2 2
1 2

1

2

1 1 1 1
(0, ) ( , ) (0, ) (cos ,sin ) (0, ) ( , )

2 2 2 2

A

Ay y dA y y n d

3y d y d yθ θ

Γ

Γ Γ Γ

= = ∇ ⋅ Γ

− −
= ⋅ Γ + ⋅ Γ + ⋅

∫ ∫

∫ ∫ ∫ d−
Γ

 

第一線段： 

1 1

2
2

1 1

2 2 2

2

1 1
(0, ) ( , )

2 2 2

1 ; 1

yy d d

d dx dy
dy dy dy

dx dy
dy dy

Γ Γ

− −
⋅ Γ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ = ⎟ + ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= =

∫ ∫ Γ

 

( )
1

2

2 2 3 2
2

1
0

0

2

2
32 2

a
a

d dy

3

6 2

y y yd dy
Γ

Γ =

⎛ ⎞− − ⎟⎜ ⎟Γ = ⋅ =− =−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ ∫
a  

第二線段： 

2 2

2 2
2 2

2 2 2

2

(0, ) (cos ,sin ) siny d y

d dx dy
dy dy dy

θ θ θ
Γ Γ

⋅ Γ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ = ⎟ + ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ dΓ

 

cos ; sinx a y aθ θ= =  
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( ) ( )
2

2

3 3
22 24 4

2

4 4

3 3
3 34

4

sin ; cos

sin sin sin sin

5
sin

3 2

dx dya a
dy dy
d a d

y d y ad a

aa d

π π

π π

π

π

θ θ

θ

θ θ θ θ

θ θ

Γ

=− =

Γ =

⎡ ⎤− Γ = − = ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

= =

∫ ∫ ∫

∫

a dθ θ
 

第三線段： 

( )

3 1

3

2
2

3 3

2 2 2

3

3

2 2 3 2
2

3
0

0

1 1
(0, ) ( , )

2 2 2

1 ; 1

2

2
32 2

a
a

yy d d

d dx dy
dy dy dy

dx dy
dy dy

d dy

3

6 2

y y yd dy

Γ Γ

Γ

− − −
⋅ Γ = Γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ = ⎟ + ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= =

Γ =

⎛ ⎞− − ⎟⎜ ⎟Γ = ⋅ =− =−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫
a

 

3 3 3

3

2

5 4

6 2 3 2 6 2 3 2

4
4 23 2

3
4

0

a a aAy

a
ay a

3a

x

π π

=− + − =

= =

=
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第二章  Fourier 級數 

2.1 Fourier 預備知識 

粒徑篩分析與 Fourier series 分析---------------------------------------99 

傅立葉級數在圓邊表示法--------------------------------------------100 

傅立葉級數(相關內容)----------------------------------------------101 

傅立葉級數(預備知識) ---------------------------------------------102 

奇偶函數對稱與反對稱----------------------------------------------116 

向量空間到函數空間------------------------------------------------117 

向量內外積談三角和公式--------------------------------------------118 

振幅與相差與週期--------------------------------------------------119 

振幅與相差以及週期(補救教學) -------------------------------------121 

時空三角函數------------------------------------------------------126 

cos(kx-wt)k and w 的意義----------------------------------------------127 

2.2 Fourier  series 

Why Fourier series---------------------------------------------------128 

Fourier series expansion(可看到 Gibbs phenomenon) ---------------------129 

傅立葉級數--------------------------------------------------------131 

Fourier coefficient---------------------------------------------------132 

實數與複數Fourier--------------------------------------------------133 

Decomposition theorem------------------------------------------------134 

Fourier series與轉換-------------------------------------------------135 

Fourier series for function with period 2L 與 2π---------------------------136 

和差化積與正交關係------------------------------------------------137 

2.3 Fourier 算例 

series-sum(低階含解答) ---------------------------------------------138 

series-sum(高階) ---------------------------------------------------140 

Fourier series examples (John Appleby) ---------------------------------141 

2.3 Gibbs 現象 

Gibbs phenomenon--------------------------------------------------146 

Gibbs實例‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐148 

2.4 複數 Fourier series 

Fourier series-------------------------------------------------------149 

複數空間講義------------------------------------------------------150 

通式與特例Fourier--------------------------------------------------151 

複數與工程(工程師的觀點) -----------------------------------------152 

2.5 級數微分 

Stokes’轉換--------------------------------------------------------154 

Alternative series and Stokes' transformation------------------------------156 

http://msvlab.hre.ntou.edu.tw/grades/Engineering-Mathematics-100-2/FOURIER/%E7%B2%92%E5%BE%91%E7%AF%A9%E5%88%86%E6%9E%90%E8%88%87Fourier%20series%E5%88%86%E6%9E%90.ppt�
http://msvlab.hre.ntou.edu.tw/grades/Engineering-Mathematics-100-2/FOURIER/%E5%82%85%E7%AB%8B%E8%91%89%E7%B4%9A%E6%95%B8%E5%9C%A8%E5%9C%93%E9%82%8A%E8%A1%A8%E7%A4%BA%E6%B3%95.doc�
http://msvlab.hre.ntou.edu.tw/grades/Engineering-Mathematics-100-2/FOURIER/FOURI1.pdf�
http://msvlab.hre.ntou.edu.tw/grades/Engineering-Mathematics-100-2/FOURIER/%E5%82%85%E7%AB%8B%E8%91%89%E7%B4%9A%E6%95%B8(%E9%A0%90%E5%82%99%E7%9F%A5%E8%AD%98).pdf�
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傅立葉級數在圓邊表示法  2012/2/13  許哲崙 製 

 

傅立葉級數在圓邊表示法 

 

0 n n
n=1

t( )=p + p cos +q sin  

  0 n n

n=1
t( )=p + p cos +q sin  


  

 

f(θ) 
 

 
 

f(θ)=1 

p0 

-4 -2 2 4 6 8 10

0.5

1.0

1.5

2.0

 

p0 

 

 cos(nθ) sin(nθ) cos(nθ) sin(nθ) 

 
n=1 
 

P1 

 

1 2 3 4 5 6

-1.0

-0.5

0.5

1.0

 

q1 

1 2 3 4 5 6

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

p1 q1 

 
 

n=2 

p2 

1 2 3 4 5 6

-1.0

-0.5

0.5

1.0

 

q2 

1 2 3 4 5 6

-1.0

-0.5

0.5

1.0

p2 q2 

 
 

n=3 

p3

1 2 3 4 5 6

-1.0

-0.5

0.5

1.0

 

q3

1 2 3 4 5 6

-1.0

-0.5

0.5

1.0

p3 

 

q3 

 

 

100



Fourier series

� � � � � � � � � � �

periodic function

basis

Euler formula

alternative formula

half expansion formula

Even function

Odd function

half�range cosine expansion

half�range sine expansion

another represenattion

applications

frequency content

wave number content

wave

signal

termwise di�erentiation

Gibbs phenomenon

Stokes� transformation

Approximation

Distance

Norm

Least square

Dirichelet condition

Jump

complex exponetial Fourier series

loading simulation by harmonic function

� � � 	 � � � � � 	 
 � � �

� � � � � � � � � 
 � � c��ctex�course�math��fouri	
te� � � � �Mar
�����
�	

101



 

0. 預備知識 

1. ( )sin sin cos cos sinα β α β α β+ = +  

2. ( )cos cos cos sin sinα β α β α β+ = −  

3. ( ) ( )1sin cos sin sin
2

mx nx m n x m n x= + + −⎡ ⎤⎣ ⎦  

4. ( ) ( )1sin sin cos cos
2

mx nx m n x m n x−
= + − −⎡ ⎤⎣ ⎦  

5. ( ) ( )1cos cos cos cos
2

mx nx m n x m n x= + + −⎡ ⎤⎣ ⎦  

6. c os sinie iθ θ θ= +  (尤拉公式) 

7. 2

1cos sin cosxx bxdx bx bx C
b b

= + +∫  

8. 2

1sin cos sinxx bxdx bx bx C
b b

= − + +∫  

9. 
2

2
2 3

2 2cos sin cos sinx xx bxdx bx bx bx C
b b b

= + − +∫  

10. 
2

2
2 3

2 2sin cos sin + cosx xx bxdx bx bx bx C
b b b

= − + +∫  

11. [ ]2 2cos cos sin
ax

ax ee bxdx a bx b bx C
a b

= + +
+∫  

12. [ ]2 2sin sin cos
ax

ax ee bxdx a bx b bx C
a b

= − +
+∫  

13. ( )sin cos 0mx nxdx m n
π

π−
= ≠ ±∫  

14. ( )sin sin 0mx nxdx m n
π

π−
= ≠ ±∫  

15. ( )cos cos 0mx nxdx m n
π

π−
= ≠ ±∫  

16. sin cos 0mx mxdx
π

π−
=∫  
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17. sin sinmx mxdx
π

π
π

−
=∫  

18. cos cosmx mxdx
π

π
π

−
=∫  

19. 
1 2

0
1

! 1! 2! !

n n
x

n

x x x xe x R
n n

∞

=

= = + + + + + ∈∑  

20. ( ) ( )
( )
( )

2 12 1 1 3

0

1
sin 1

2 1 ! 1! 3! 2 1 !

n nn
n

n

xx x xx x R
n n

++∞

=

−
= − = − + + + ∈

+ +∑  

21. ( ) ( )
( )
( )

22 2 4

0

1
cos 1 1

2 ! 2! 4! 2 !

n nn
n

n

xx x xx x R
n n

∞

=

−
= − = − + + + + ∈∑  

22. 
0

1 1 1 1
1

n n

n
x x x x

x

∞

=

= = + + + + − < <
− ∑  

23. ( ) ( ) ( ) 11 2

0

1
ln 1 1 1 1

1 1 2 1

n nn
n

n

xx x xx x
n n

++∞

=

−
+ = − = − + + + − < ≤

+ +∑  

 

什麼是級數? 

大學時期學習到的級數有泰勒級數(Taylor series)、傅立葉級數(Fourier 

series)以及洛倫級數(Laurent series)，但像是泰勒級數和洛倫級數這種

冪級數型式的展開式是體現不岀週期性的。 

1. 週期函數 

( ) ( )f x T f x+ =   (T 為常數) (1) 

週期的定義: 

(i) 滿足(1)式的T 值中的最小正數，即為該函數的週期。 

(ii) 一個常數以任何正數為週期 
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( )f x

( )3f x
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( )2f x

siny x=

cosy x=

例: sin x和cos x為週期2π 之函數。(0 ~ 2π或 ~π π− ) 
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2. 基本三角函數系 

1�cos xπ
�sin xπ

�
2cos xπ

�
2sin xπ

�…�cos n xπ
�sin n xπ

�… (2) 

 

例如cos n xπ
和sin n xπ

的週期為
2
n
，但它們的共同週期為 2 ，即所

有週期的最小公倍數，通常這個週期命名為函數系的週期。 

例: ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3
1 2 1 3sin sin sin

1 2 1 3 1
f x f x f x f x x x xπ π π

= + + = − +  
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3. 傅立葉級數(Fourier series) 

逆問題: 

如果給定一個週期為2 的任意週期函數 ( )f x ，  

( ) ( )2f x f x+ =    (3) 

我們能否將它表示成簡單的三角函數(有限個或無限個)之合呢? 即: 

( ) 0

1

cos sin
2 n n

n

a n nf x a x b xπ π∞

=

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑    (4) 

如果能實現這種分解，那麼對許多複雜的函數就可以通過簡單的三角

函數來研究其性質。 

上述問題的答案是肯定的，且稱(4)式為函數 ( )f x 的傅立葉級數(狹義

傅立葉級數)。 

若函數 ( )f x 按非三角函數系 ( ){ }( )1,2,3...n x nφ = 進行展開所得的級數

稱為廣義傅立葉展開。 

但首先需要解決兩個問題: 

(i) 在什麼條件下 ( )f x 才能按基本三角函數系展開? 

(ii) 如何確定展開式中的係數? 即 0 1 0 1, ,... , ...a a b b 。 
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4. 完備正交函數系 

討論一週期型 Sturm-Liouville 邊界值問題 

0y yλ′′ + = ， [ ], 2x d d∈ + ， ( ) ( )2y d y d= + ， ( ) ( )2y d y d′ ′= +  

 

經由完備正交系的討論可得: 

在區間[ ],− 的函數系
1

1,cos ,sin
n

n nπ π ∞

=

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

為一組正交函數序列，於

是， ( )f x 按基本三角函數系的展開式為第(4)式，其中係數 

( )1 cos 0,1,2,3,n
na f x xdx nπ

−
= =∫    (5) 

( )1 sin 1,2,3,n
nb f x xdx nπ

−
= =∫    (6) 

 
 
Example 13.1  

( ) ,f x x xπ π= − ≤ ≤ ，試展成傅立葉級數。 

Ans: ( ) ( ) [ ]1

1

2 1 sin on ,n

n
f x nx x

n
π π

∞
+

=

= − −∑  
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n=1~100

Example 13.2  

( )
0 3 0

0 3
x

f x
x x
− ≤ ≤⎧

= ⎨ ≤ ≤⎩
，試展成傅立葉級數。 

Ans: 

( ) ( ) ( ) [ ]1
2 2

1

3 3 31 1 cos 1 sin on 3,3
4 3 3

n n

n

n x n xf x x
n n

π π
π π

∞
+

=

⎛ ⎞⎡ ⎤= + − − + − −⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠
∑

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Example 13.3 ，試展成傅立葉級數。 

( ) 4 , 2 2xf x e x−= − ≤ ≤  

Ans: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]8 8 8 8
2 2 2 2

1

8 1 11 cos sin on 2, 2
16 64 2 64 2

n n

n

nn x n xf x e e e e x
n n

ππ π
π π

∞
− −

=

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟= − + − + −
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∑
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n=1~50
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5. 吉布斯現象(The Gibbs Phenomenon) 

考慮方波 ( )
1 0 1
1 1 0

x
f x

x
≤ ≤⎧

= ⎨− − ≤ ≤⎩
， 

可得 ( ) ( ) [ ]
1

4 1 sin 2 1 on 1,1
2 1n

f x n x x
nπ

∞

=

= − −
−∑ ，即使 n 趨近無窮大，

誤差項在不連續處總是存在，且超出幅度約 18%，稱為吉布斯現象。

後來就部分和在間斷點附近的異常行為稱為吉布斯現象。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. 傅立葉級數的性質 

收斂性: 狄利克雷定理(Dirichlet’s theorem) 

(i) 若 ( )f x 在[ ],− 上連續或者只有有限個間斷點，且在間斷

處函數的左右極限都存在。 
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(ii) ( )f x 在[ ],− 上只有有限個極大值點與及小值點。 

( (i)(ii)表 ( )f x 為片段連續，可進行積分。) 

(iii) 積分 ( )f x dx
−∫ 為有限值。(保證 na 與 nb 存在。) 

(iv) ( )f x 在[ ],− 外是週期函數，其週期為2 ，則級數 

( )

( ) ( )
0

1

,
cos sin 12 ,

2
n n

n

f xa n na x b x
f x f x

π π∞

+ −
=

⎧
⎪⎛ ⎞+ + = ⎨⎜ ⎟ ⎡ ⎤+⎝ ⎠ ⎪ ⎣ ⎦⎩

∑
在連續點處

在間斷點處

  
Example 13.6 

( ) 2

5
1

1 1 2
4 2

x
x x

f x
x x

x

π
π

π

=⎧
⎪ − < <⎪= ⎨ − ≤ <⎪
⎪ ≤ ≤⎩

 

展成傅立葉級數:  

( ) 0
1

cos sinn n
n

f x a a nx b nx
∞

=

= + +∑  

2

0
1 534

2 6
a ππ

π
⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

( ) 1
2 3 2 3 2

1 1 1 2 3 2 7 41 sin cos sin 2 cos2n
na n n n n

n n n n n n nπ
+⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

( ) 1
2 2 2 3

1 4 3 2 1 4 7 21 sin cos sin 2 cos2n
nb n n n n

n n n n n n n n
π

π
+⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + + − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
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4

5

x

n=1~300 ; dx=0.01

( )1 1f − =

( )1 0f + =

( )f π π+− = − ( )2 3f − = −

( )2 4f + =

( ) 4f π − =
( ) 5f π =

( ) ( ) ( )
2

f f
f

π π
π

− −+ −
=

( ) ( ) ( )
2

f f
f

π π
π

+ −− +
− =

( ) ( ) ( )1 1
1

2
f f

f
+ −+

=

( ) ( ) ( )2 2
2

2
f f

f
+ −+

=

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Example 13.7 
 
Example 13.8 

 
Example 13.11 
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7. 奇函數(odd function)與偶函數(even function) 

(i) 奇函數 

特徵: ( ) ( )G x G x= − −  (7) 

故可知在區間[ ],− 上的奇函數可寫為 

( )
1

sinn
n

n xG x b π∞

=

=∑  

其中 ( ) ( )1 cos 0 0,1,2,3n
n xa G x dx nπ

−
= = =∫  

( ) ( ) ( )
0

1 2sin sin 1,2,3n
n x n xb G x dx G x dx nπ π

−
= = =∫ ∫  

且 ( ) ( )0 0G G= =  

奇函數的傅立葉級數中只含正弦項，且 0x = 及 x = 兩端級

數收斂為 0。 

(ii) 偶函數 

特徵: ( ) ( )F x F x= −  (8) 

故可知在區間[ ],− 上的偶函數可寫為 

( ) 0

1

cos
2 n

n

a n xF x a π∞

=

= +∑  

其中 

( ) ( ) ( )
0

1 2cos cos 0,1,2,3n
n x n xa F x dx F x dx nπ π

−
= = =∫ ∫

( ) ( )1 sin 0 1,2,3n
n xb F x dx nπ

−
= = =∫  

且 ( ) ( )0 0F F′ ′= =  
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-0.4

-0.2
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0.4

0.6

0.8

1

x

偶函數的傅立葉級數中只含餘弦項，且 0x = 及 x = 兩端級

數的導數收斂為 0。 

(iii) 四則運算 

E E E± ⇒   ，  ，O O O± ⇒   ，  E O± ⇒×  

E E E÷ ⇒   ，  ，O O E÷ ⇒   ，  E O O÷ ⇒  

E E E× ⇒   ，  ，O O E× ⇒   ，  O E O× ⇒  

Example 13.4 
Example 13.5 

8. 有限區間上的函數的傅立葉級數 

現在函數 ( )f x 定義在[ ]0, 區間上，而在端點和端點之外沒有定義，

考慮 ( )
0 1

2 1 2
x x

f x
x x

< <⎧
= ⎨ − < <⎩

 

(i) 傅立葉餘弦展開(Fourier cosine series) 

 

 
 
 
 
 

(ii) 傅立葉正弦展開(Fourier sine series) 

( )
( )

( )
22

1

2 18 1 sin
22 1n

n x
f x

n
π

π

∞

=

−
=

−
∑  

 
 

( )
( )

( )22
1

1 16 1 cos 2 1
2 2 2 1n

f x n x
n

π
π

∞

=

= − −
−⎡ ⎤⎣ ⎦

∑
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x
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(iii) 其它方式 

( )
( )

( )
( )

( )
2 2

1

2 11 8 4cos 2 1 sin
4 22 2 1 2 1n

n x
f x n x

n n
π

π
π π

∞

=

−−
= + − +

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑  

 

可見給 ( )f x 在[ ]0, 區間之外賦予不同 

的定義，可以得到不同的傅立葉級數， 

也就是說，這種問題不能得到唯一解。  

 

Example 13.20 ，試展成傅立葉級數。 

( )
1 0 2
2 2

x
f x

x
π

π π
≤ ≤⎧

= ⎨ ≤ ≤⎩
 

 
Fourier cosine series 
 

( )
1

sin
3 2 2 cos
2 n

n

f x nx
n

π

π

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= − ∑  

 
 
Fourier sine series 
 

( ) ( )
1

2 cos 1 2 1 sin
2

n

n

nf x nxπ
π

∞

=

⎛ ⎞⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑  
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9. 傅立葉級數的微分與積分 

(i) 微分 

考慮三角波 ( )f x x x= − < <  

其傅立葉級數為 ( )
( )

( )
22

0

2 14 1 cos
2 2 1n

n x
f x

n
π

π

∞

=

+
= −

+
∑   

收斂相當快速且在區間[ ],− 上一致收斂，對上式逐項微分

得 ( ) ( ) ( )
( )

0

2 14 1 sin
2 1n

n x
f x h x

n
π

π

∞

=

+
′ = =

+∑  

正是方波 ( )
1 0
1 0

x
h x

x
< <⎧

= ⎨− − < <⎩
的傅立葉級數，事實上，三

角波的導數正是方波，但是微分之後每一個係數前面增添

了一個增長因子，因此降低了收斂程度。也有可能微分之

後成為一個發散級數，一般而言，微分使級數的收斂程度

降低。 

(ii) 積分 

函數 ( )f x 在[ ]0, 區間上分段連續，則 

( ) ( )0

1

1 sin cos
2 2

x

n n
n

a n x n xf t dt f d a b
n

π πξ ξ ξ
π

∞

− −
=

−⎡ ⎤ ⎛ ⎞− = + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠
∑∫ ∫

 

 (9) 

(iii) Bessel inequality: 
 

( ) ( )
2

2 2 2
0

1

1 1
2

N

n n
n

f x dx a a b
−

=

≥ + +∑∫    (10) 
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(iv) Parserval’s theorem 
 

( ) ( )
2

2 2 2
0

1

1 1
2 n n

n
f x dx a a b

∞

−
=

= + +∑∫    (11) 

 

10. 複指數型式的傅立葉級數 

利用尤拉公式可得 

( )
ni x

n
n

f x c e
π∞

=−∞

= ∑    (12) 

( )1
2

ni x

nc f x e dx
π

−

−
= ∫    (13) 

 

11. 傅立葉級數的應用 

(i) 頻譜分析: 不僅可應用於電路，還可應用於無線電波、光波

以及聲波等。 

(ii) 計算無窮級數: 

例:由 ( )
1 2
0 2

x
h x

x
π

π π
<⎧

= ⎨ < <⎩
，可得

1 1 1 11
3 5 7 9 4

π
− + − + − =  

(iii) 能表示不連續函數: 如矩形波。 

(iv) 能表示週期函數: 但注意可能不是唯一展開型式。 

(v) 能對任意函數做調和分析: 如將週期性強迫力的振動系統

分析，則很容易求得各分量(三角函數)的反應，再疊加即可。 
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奇偶對稱與反對稱.doc 賴芝亭製 2008/04/21 
 

奇偶對稱與反對稱 

對稱 反對稱 

偶函數 奇函數 

平均數(
2

a b
) 

大數
2 2

a b a b
a

 
   

均差值(
2

a b
) 

小數
2 2

a b a b
b

 
   

         
2 2

f x f x f x f x
f x

   
 

    :f x f x even   

 

         
2 2

f x f x f x f x
f x

   
 

    :f x f x odd    

 

 

a c

c b

 
 
 

 (
2

TA A
) 

2 2

T TA A A A
A

 
   

:TA A symmetric  

0
0
c

c

 
 
  

  (
2

TA A
) 

2 2

T TA A A A
A

 
   

:TA A anti symmetric    

coskx sin kx 
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授課老師：陳正宗 終身特聘教授 2008/04/12 向量空間到函數空間.doc 羿州製  

向量空間到函數空間 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

其中 1 4
3

tan ( )   

 向量空間 函數空間 

基底 
2

3

, ( )

, , ( )

i j D

i j k D
 

 

 
cos ;sin

( )n

nt nt

t
 

與表

達物

理量 

任意向量 週期2 的函數 

例子 
3 4

3 4 5

i j

i j k



 
 

 

 5 3 4cos( ) cos sint t t    

正交

性 

0

0

0

;

;

;

i j

j k

k i

 

 

 

 



 

 

2

0

2

0

2

0

0

0

0

sin sin ,

cos sin ,

cos cos ,

mx nx dx m n

mx nx dx m n

mx nx dx m n







 

 

 





 

投影 ( ) ( ) ( )a a i i b j j c k k     
        

 0

2

0

( ), ( )
( ) ( )

( ), ( )

( ), ( ) ( ) ( )

n
n

n n n

n n

f t t
f t t

t t

where f t t f t t dt





 

 












特徵

物理

量 

Ax x
 

 ( ) ( )y x y x   

 

(a,b) 

j


 

i

 

(a,b) 

j


 

i

 

(a,b,c) 

k


j


 

i


3 4 5cos sin cos( )t t t   

117



向量內外積談三角和差公式 
1.內積 

                                  

1 1 2 2

1 2 1 2

cos( ) cos( )
( , ) ( , )

(cos ,sin ), (cos ,sin )
(cos ,sin ) (cos ,sin )

1 1cos( ) cos cos sin sin .......(1)
(cos ,sin ) (cos ,sin )

1 1cos( ) sin sin

=

 =

a b a b a b
a b x y x y
x x y y
a b

b a a b

a a b b
a a b b
b a a b a b

b b a a
a b a

⋅ = ⋅ - = ⋅ -

 ⋅ ⋅

= +

=
 ⋅
= ⋅ - = +
 ⋅
= ⋅ - =

 
 

 
令

cos cos .......(2)

cos( ) cos cos sin sin
cos( ) sin sin cos cos

(1)(2)

=

b a b

b a a b a b
a b a b a b

+

- +
- = +

由 故可得

   

                                 
                                                     
                                                                         
2.外積                                

 

                                   

1 1

2 2

1 2 2 1

sin( ) sin( )

0
0

( )
(cos ,sin ), (cos ,sin )

(cos ,sin ) (cos ,sin )

cos sin 0
cos sin 0

(cos sin sin cos )
1 1sin( ) 1 1sin( )

sin(

=- -

=

 =

-

a b a b a b

i j k

a b x y
x y

x y x y k
a b

i j k

k

b a a b

a a b b
a a b b

a a
b b

a b a b
b a a b

b

´ = -

´

= -

=
´

=

= -
= ⋅ - =- ⋅

 

 
 


 

 



令

由上式可得

) (cos sin sin cos )
sin( ) sin cos cos sin

=

- =( - )

a a b a b
a b a b a b
- -

                 

1 1

2 2

( , )
( , )

  

         

a x y
b x y
=

=



其中
                                

                              

 

 

 【工程數學(二)，April.15, 2008 向量內外積談三角和公式.doc】陳正宗 終身特聘教授   謝祥志 製

x 

y 

b 
a 

αβ
x 

y 

b 
a 

αβ
x 

y 

b 
a 
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振幅、相差與週期-sint 與 cost 例 
1.振幅 

  3cos( t)+4sin(t)=5cos(t-φ) 
①          cos(t)                                    3cos(t) 

2 4 6 8 10

-3

-2

-1

1

2

3

      

2 4 6 8 10

-3

-2

-1

1

2

3

 
②           sin(t)                                   4sin(t)   

2 4 6 8 10

-3

-2

-1

1

2

3

    

2 4 6 8 10

-4

-2

2

4

  
2.相差 

  3cos(t)+4sin(t)=5cos(t-φ), φ=0.927295   
①           5cos(t)                                 5cos(t-φ) 

 

2 4 6 8 10

-4

-2

2

4

    

2 4 6 8 10

-4

-2

2

4

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   3cos(t)+4sin(t)=(3,4)．(cost,sint) 
             =5cos(t-φ) 

 【工程數學(二)小老師講義，April.13, 2008 振幅、相差與週期.doc】            謝祥志 製

振幅

φ相差 

(3,4) 

(cost,sint) 
t

φ 
x 

y 
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3.週期 

  ① 2π  
                        cos(t) 

2 4 6 8 10

-1
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   ② π 
                        cos(2t) 

2 4 6 8 10
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-0.5
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1

 
   ③ 2π/3 

                        cos(3t) 

2 4 6 8 10

-1

-0.5

0.5

1
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2π 
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補救教學講義

代課助教:謝祥志

目錄

 振幅

 相差

 週期

 end

工數(二) 補救教學 April.14.2008   謝祥志 製
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振幅

2 4 6 8 10

-3

-2

-1

1

2

3

cos(t) 

2 4 6 8 10

-3

-2

-1

1

2

3

3cos(t) 

工數(二) 補救教學 April.14.2008   謝祥志 製

振幅

2 4 6 8 10

-3

-2

-1

1

2

3

sin(t) 

2 4 6 8 10

-4

-2

2

4

4sin(t) 

工數(二) 補救教學 April.14.2008   謝祥志 製
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相差(φ) 以 3cos(t)+4sin(t)=5cos(t-φ) 為例

3cos(t)+4sin(t) 的圖形

2 4 6 8 10

-4

-2

2

4

振幅

φ相差

工數(二) 補救教學 April.14.2008   謝祥志 製

相差(φ) 以 3cos(t)+4sin(t)=5cos(t-φ) 為例

φ

4

3

1

4tan
3

4tan
3

f

f -

=

\ =

工數(二) 補救教學 April.14.2008   謝祥志 製
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物理與數學的結合

x

y

(3,4)(cost,sint)

φ

t

cos 4sin 5cos( )
4cos sin cos cos sin sin
5

cos cos sin sin cos( )
4cos sin cos( )
5

cos 4sin 5cos( )

3

3

5

=

3

5
3

t t t

t t t t

t t t

t t t

t t t

f

f f

f f f

f

f

+ = -

+ = +

+ -

 + = -

\ + = -

數學推導 

利用和角公式

工數(二) 補救教學 April.14.2008   謝祥志 製

物理與數學的結合

x

y

(3,4)(cost,sint)

φ

t 3cos 4sin (3,4) (cos ,sin )
5 1cos( )

t t t t

t f
+ = ⋅

= ⋅ -

工數(二) 補救教學 April.14.2008   謝祥志 製
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週期

2 4 6 8 10

-1

-0.5

0.5

1

2 4 6 8 10

-1

-0.5

0.5

1

2π

1.週期=2π

2.週期=π

工數(二) 補救教學 April.14.2008   謝祥志 製

end

講得不好請多多包容~

下台一鞠躬!!

工數(二) 補救教學 April.14.2008   謝祥志 製
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               時空三角函數.doc                                              熙民製 

-4 -2 2 4
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1
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1

時空三角函數 

 

1. 

( )

cos( )
sin( )

i kx wt

kx wt

kx wt

e 


  

  

 

 

 

2.定點看時變 

cos( )
sin( )

wt

wt






 

 

 

 

 

 

 

 

3.定時看空間變異性 

cos( )
sin( )

kx

kx






 

 

 

 

Fig1. cos(3 4 )x t 之 Contour 圖 Fig2. cos(3 4 )x t 之時空圖 
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April 21 2008 小老師教學講義 
 

 
2008 cos( ),kx t k and  的意義.doc (2008/04/21) 小江製 

2 4 6 8 10 12
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1

2 4 6 8 10 12
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1

2 4 6 8 10 12
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1







2

2

2

2
3


2



          cos( )kx t  
 

 
在 0t   
看空間上的變化 
(固定時間) 
                              
 
 
在 0x   
看時間上的變化 
(固定位置) 
 
 
 
                . 
波長 ( )L  :連續兩波峰或波谷間的距離 
週期 T:在一定點處，兩波峰或波谷所間隔的時間。(通常取最小值) 

由圖得知 2   

若 2 cos(2 )k x  則 2   

若 3 cos(3 )k x  則 3

2
3

   

2 2
k

k

 


     

定義k 為波數，即在2 間有幾個波。 

同理
2 2

T
T

 


    

定義為週波率，即在2 的時間裡有 
幾個波通過。 
 
 
 
 
 



cos( ), 1 cos( )kx k x 

cos( ), 1 cos( ) cos( )t t t     

T

2 4 6 8 10 12
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1


2

3

T

t

2 4 6 8 10 12
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1



2
3



x

cos[ ( )]

2

2

cos[ ( )]

k x t
k

T c
k T

k x ct




 




 

   

 

cos( )kx t

(波速) 
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Why Fourier series

� � � � � � � � � � �

Loading expansion�

any external force� f
e
�t�� with a period �p� we have

f
e
�t� �

�

�
a� �

�X

n��

fa
n
cos�

n�t

p
� � b

n
sin�

n�t

p
�g

	x�t� � ��x�t� � f
e
�t�

Understand the physical phenomenon�dominant freuency of Taipei basin�

Use FFT analyzer

Save storage for memory

To understand the frequency content and wave
number content�

Wave spectrum

Frequency spectrum

	 
 � � 
 � � �

� � 
 � � 
 � �

� � � � � �

� � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � c�
ctex
course
math�
whyf��te� � � � �Mar�
�
����

�
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Fourier series expansion 
Find the Fourier series of 

1, 0
( ) , ( ) ( 2 )

0, 0

t
f t f t f t

t





  

  
 

 

 

0
1

( ) [ cos( ) sin( )]n n
n

n t n t
f t a a b

p p

 



   , p   

0

0

0

0

0

0

1 1 1 1
( ) ( ) ( 0 1 )

2 2 2 2

1
( ) cos( )

1
( ) cos( )

1
[ 0 cos( ) 1 cos( ) ]

sin( )
0

1
( ) sin( )

1
( ) sin( )

1
0 sin( )

p

p

p

n

p

p

n

p

a f t dt f t dt dt dt
p

n t
a f t dt

p p

f t nt dt

nt dt nt dt

nt

n

n t
b f t dt

p p

f t nt dt

nt d

 

 















 















  











    





 

 







   





 




0

0

0

1 sin( )

( ) ( 1) 1 1 ( 1)n n

t nt dt

cos nt

n n n







  





    
   

   

1

1 1 ( 1)
( ) [ ] sin( )

2

n

n

f t nt
n





 
    

 

( )f t  
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1  

t
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海大河工系 NTOU/MSV 工數(二)教材 Fourier series.doc yu 製 
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April 21 2008 小老師教學講義 
 

2008 傅立葉級數.doc (2008/04/21) 小江製 

pp

ll
x

傅立葉級數 

若有一個週期為T 的函數，我們希望把他表示成cos( )nt 與sin( )nt 之和， 

其中
2 , 0,1,2,3......n

n
n

T

   即  0
1

( ) cos( ) sin( )n n n n
n

f t a a t b t 




    

 
 
若今天週期為2 p                        
 
 

0
1

( ) cos( ) sin( )n n
n

n n
f t a a t b t

p p

 



 
    

 
  

剩下的問題即 0 , ,n na a b 如何決定 

0

1 ( )
2
1 ( )cos( )

1 ( )sin( )

p

p

p

n p

p

n p

a f t dt
p

n
a f t t dt

p p

n
b f t t dt

p p




















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同理，今天波長為2l 的函數 
 

0
1

0

( ) [ cos( ) sin( )]
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2
1 ( )cos( )

1 ( )sin( )

n n
n

l

l

l

n l

l
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g x p p x q x

l l

p g x dx
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n
p g x x dx
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q g x x dx
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Fourier coe�cients

� � � � � � � � � � �

Function decomposition� discrete form�

any time function� f�t�� with a period �p� we have

f�t� �
�

�
a� �

�X
n��

fancos�
n�t

p
� � bnsin�

n�t

p
�g

Fourier coe	cients�

an �
�

p

Z
�p

�

f�t�cos�
n�t

p
�dt

bn �
�

p

Z
�p

�

f�t�sin�
n�t

p
�dt

Orthogonal relation for the bases�

p�ij �
Z

�p

�

cos�
i�t

p
�cos�

j�t

p
�dt

p�ij �
Z

�p

�

sin�
i�t

p
�sin�

j�t

p
�dt


 �
Z

�p

�

sin�
i�t

p
�cos�

j�t

p
�dt

Minimize the distance� D� between f�t� and the Fourier series�

D �
Z

�p

�

j ff�t�� �
�

�
a� �

�X
n��

fancos�
n�t

p
� � bnsin�

n�t

p
�g�g j� dt

optimal an and bn�

�D

�an
� 
 � an �

�

p

Z
�p

�

f�t�cos�
n�t

p
�dt

�D

�bn
� 
 � bn �

�

p

Z
�p

�

f�t�sin�
n�t

p
�dt
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Feb. 4 , 2012     實複 Fourier.doc     黃郁凱製 

Fourier base 
real com plex 

   1 1 1, cos , sin ,...
2

x x
  

 
- 2 -21 , , , , ,...

2 2 2 2 2

ix ix ix ixe e e e

    

,f g  ,f g  

1f   

,m n mnf f   

1f   

,m n mnf f   

     0 n n
n 1

=a + a cos n +q sinf x x x



    - n

n
-

= c i xf x e



  
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Decomposition theorem

� � � � � � � � � � �

Vector decomposition� discrete form�

�a� b� c� � a��� �� �� � b��� �� �� � c��� �� ��

Function decomposition� discrete form�

any time function� f�t�� with a period 	p� we have

f�t� �
X

fancos�
n�t

p
� � bnsin�

n�t

p
�g

where �n � n�
p



any space function� f�x�� with a wave length 	�� we have

f�x� �
X

fancos�
n�x

�
� � bnsin�

n�x

�
�g

where kn � n�
�



Function decomposition� continuous form�

any time function� f�t�� we have

Fourier transform�

F ��� �
Z
�

��

f�t�e�i�td�

Inverse Fourier transform�

f�t� �
�

	�

Z
�

��

F ���ei�td�
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 � � �
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Fourier series

� � � � � � � � � � �

Any time function� f�t�� with a period �p� we have

f�t� �
X

fancos�
n�t

p
� � bnsin�

n�t

p
�g

where �n � n�

p
�

Any space function� f�x�� with a wave length ��� we have

f�x� �
X

fancos�
n�x

�
� � bnsin�

n�x

�
�g

where kn � n�

�
�

Any time function� f�t�� we have

Fourier transform�

F ��� �
Z
�
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f�t�e�i�td�

Inverse Fourier transform�

f�t� �
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Z
�
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F ���ei�td�
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週

期 
 

f(x)
的

圖 

基

底 
1、cos(x)、

f(x) =)( axf

長

度 

π

11
2

0

⇒ ∫ d

cos(

sin(n

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    
  海大河工系  
Standard form General form 

0～2π 0～2L 

 
 

sin(x)、cos(2x)、sin(2x)、、、

cos(nx)、sin(nx) )sin()cos(

)2sin()2cos()sin()cos(1

L

xn

L

xn
L

x

L

x

L

x

L

x

ππ

ππππ

、、、

、、、、、、

∑
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++
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0 )sin()cos(
n

nn nxbnxa  ∑
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=

++=
1

0 )sin()cos()(
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aaxf

ππ
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∫ =⇒
π

π
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0

2 )(cos) dxnxnx  

∫ =⇒
π

π
2

0

2 )(sin) dxnxx  

∫ =⇒
L

Ldx
2

0
211  

∫ =⇒
L

Ldx
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xn
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xn 2
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2 )(cos)cos( ππ  
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⎜
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⎜
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0

2sinsin ππ  

陳正宗特聘教授  廖倩綾製表 (periodfourier .doc) Dec.06.2004         

Fourier series for function with period 2L  
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Fourier series

� � � � � � � � � � �

Relation of trigonmetric function� multiplication to sum

�sin�A�cos�B� � sin�A�B� � sin�A� B�

�cos�A�cos�B� � cos�A�B� � cos�A� B�

�sin�A�sin�B� � cos�A� B�� cos�A�B�

Relation of trigonmetric function� sum to multiplication

sin�A �B� � sin�A�cos�B� � cos�A�sin�B�

sin�A� B� � sin�A�cos�B�� cos�A�sin�B�

cos�A�B� � cos�A�cos�B�� sin�A�sin�B�

cos�A� B� � cos�A�cos�B� � sin�A�sin�B�

Orthogonal properties�

Z
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年級：     姓名：       學號： 
 

 
１.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(1) Decompose the function into )(xye  and )(xyo  and plot )(xye  and )(xyo . 
(2) Expand ) (xye  in terms of Fourier series. 
(3) Expand ) (xyo  in terms of Fourier series. 
(4) Expand )(xy  in terms of Fourier series. 
(5) If we look function to be period of 4, expand )(xy  and compare the one of the period 2. 
 
2.  
 
 
 
 
 
 
 
(1) Expand )(1 xf  into Fourier series. 
(2) Expand )(2 xf  into Fourier series. 

(3) 


1
2

1
n n

 

(4) 


1
4

1
n n

 

(5) 


1
6

1
n n

 

 
(Hint:Parseval’s theorem) 

國立台灣海洋大學河海工程學系２００8 工程數學（二）週期看錯與 series sum 

1 

-1 1 -2 2 -3 3 

f(x)  

x  

1

-1 1 -2 2 -3 3
-

xxf )(2   

x 

2
1 )( xxf   

x
1 -1  2 3 -2 -3 

海大河工系  陳正宗特聘教授  Chen J T 製表 (週期看錯與 series sum.doc) May 14, 2008 
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年級：     姓名：       學號： 
 
 
1. 
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Fourier Series: Examples

John Appleby

Contents

1 Important Facts 1

2 Exercises and Examples 2

1 Important Facts

1. Suppose f(x) is a periodic function of period 2π which can be represented
by a TRIGONOMETRIC FOURIER SERIES

f(x) = a0 +
∞∑

n=1

an cos nx + bn sinnx.

(This means that the series above converges to f(x).)

Then the Fourier Coefficients satisfy the Euler Formulae, namely:

a0 =
1
2π

∫ π

−π

f(x) dx

an =
1
π

∫ π

−π

f(x) cos nx dx for n = 1, 2, . . .

bn =
1
π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx for n = 1, 2, . . .

2. A function f is said to be even if

f(−x) = f(x) for all x ∈ R

and odd if
f(−x) = −f(x) for all x ∈ R

Recall the product of two even functions is even, the product of two odd func-
tions is even and the product of an even and an odd function is odd. Compare
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2

the multiplication of even and odd functions to the addition of even and
odd integers.

3. If f is an odd function then∫ π

−π

f(x) dx = 0,

while if f is an even function, then∫ π

−π

f(x) dx = 2
∫ π

0

f(x) dx

2 Exercises and Examples

Example 1. Let f be a periodic function of period 2π such that

f(x) = π2 − x2 for x ∈ (−π, π).

Supposing that f has a convergent trigonometric Fourier series, show that

π2 − x2 =
2π2

3
+

∞∑
n=1

−4
n2

(−1)n cos nx. (2.1)

SOLUTION: The solution can be effected in a number of separate steps:

• Check whether f is even or odd.

• If f is odd, all the Fourier coefficients an for n = 0, 1, 2 . . . are zero; if f
is even, all the Fourier coefficients bn for n = 1, 2 . . . are zero.

• Compute the remaining Fourier coefficients using the Euler Formulae. It
is generally a good strategy to use Integration by Parts, successively
integrating sinnx and cos nx and differentiating f(x).

• Replace the expressions for the Fourier coefficients an, bn in

f(x) = a0 +
∞∑

n=1

an cos nx + bn sinnx.

STEP 1: f(−x) = π2 − (−x)2 = π2 − x2 = f(x) so f is even.

STEP 2: Since f(x) is even and sinnx is odd, f(x) sinnx is odd and hence

bn =
1
π

∫ π

−π

f(x) cos nx dx = 0.

Calculus of Several Variables and Fourier Analysis(MS224) c©John Appleby, 2001
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3

STEP 3: Since f(x) is even and cos nx is even, f(x) cosnx is even, and so∫ π

−π

f(x) cosnx dx = 2
∫ π

0

f(x) cosnx dx.

Therefore,

an =
1
π

∫ π

−π

f(x) cos nx dx =
1
π

2
∫ π

0

f(x) cos nx dx =
2
π

∫ π

0

(π2 − x2) cos nx

(2.2)
As suggested above, we calculate the integral in (2.2) by Integration by Parts.
Recall the Integration by Parts formula:∫ b

a

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)
∣∣∣b
x=a

−
∫ b

a

f ′(x)g(x) dx (2.3)

Let
f(x) = π2 − x2 and g′(x) = cosnx

so
f ′(x) = −2x and g(x) =

∫
cos nx dx =

1
n

sinnx.

Using (2.3) and the above, we have∫ π

0

(π2 − x2)︸ ︷︷ ︸
f

cos nx︸ ︷︷ ︸
g′

dx (2.4)

= (π2 − x2)︸ ︷︷ ︸
f

1
n

sinnx︸ ︷︷ ︸
g

∣∣∣π
0
−

∫ π

0

−2x︸︷︷︸
f ′

1
n

sinnx︸ ︷︷ ︸
g

dx

= (π2 − π2)
1
n

sinnπ − (π2 − 02)
1
n

sin 0 +
2
n

∫ π

0

x sinnx dx

=
2
n

∫ π

0

x sinnx dx. (2.5)

Now we calculate this last integral using integration by parts: let

f(x) = x and g′(x) = sinnx,

so
f ′(x) = 1 and g(x) =

∫
sinnx dx =

− cos nx

n
.

Using (2.3), and remembering that cos nπ = (−1)n, sinnπ = 0 for n an integer,
we have∫ π

0

x︸︷︷︸
f

sinnx︸ ︷︷ ︸
g′

dx = x︸︷︷︸
f

− cos nx

n︸ ︷︷ ︸
g

∣∣∣π
0
−

∫ π

0

1︸︷︷︸
f ′

− cos nx

n︸ ︷︷ ︸
g

dx

= π
− cos nπ

n
− 0

− cos 0
n

+
1
n

∫ π

0

cos nx dx

= − 1
n

π(−1)n +
1
n

sinnx

n

∣∣∣π
0

= − 1
n

π(−1)n.

Calculus of Several Variables and Fourier Analysis(MS224) c©John Appleby, 2001

143



4

Using (2.2), (2.5) and the above, we have

an =
2
π

∫ π

0

(π2 − x2) cos nx dx =
2
π

2
n

∫ π

0

x cos nx dx

=
2
π

2
n
− 1

n
π(−1)n =

−4
n2

(−1)n.

It remains to calculate a0, which is given by

a0 =
1
2π

∫ π

−π

f(x) dx =
1
2π

2
∫ π

0

π2 − x2 dx

=
1
π

(
π2x− x3

3

) ∣∣∣π
0

=
1
π

(
π3 − π3

3

)
=

2π3

3

where we use the fact that f(x) = π2 − x2 is even.

STEP 4: Using the formulae obtained above for the Fourier coefficients, we
have

π2 − x2 =
2π3

3
+

∞∑
n=1

−4
n2

(−1)n cos nx + 0. sinnx =
2π3

3
+

∞∑
n=1

−4
n2

(−1)n cos nx

Example 2. Show that the trigonometric Fourier series of f(x) = 3x for x ∈
(−π, π) is given by

∞∑
n=1

−6
n

(−1)n sinnx.

SOLUTION:

STEP 1: f(−x) = 3.− x = −3x = −f(x), so f is an odd function.

STEP 2: Since f(x) is odd and cosnx is even, it follows that f(x) cosnx is
odd, so

an =
1
π

∫ π

−π

f(x) cos nx dx =
1
π

.0 = 0.

Moreover, since f is odd

a0 =
1
2π

∫ π

−π

f(x) dx =
1
2π

.0 = 0.

STEP 3: We need to calculate the Fourier coefficients using the Euler Formulae.
However, noting that f(x) and sinnx are odd, and therefore that f(x) sinnx is
even we have

bn =
1
π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx =
1
π

2
∫ π

0

f(x) sinnx dx =
6
π

∫ π

0

x cos nx dx. (2.6)

The latter integral is calculated using integration by parts.

Calculus of Several Variables and Fourier Analysis(MS224) c©John Appleby, 2001
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Exercise 2.1. Show that∫ π

0

x sinnx dx = x
− cos nx

n

∣∣∣π
0
−

∫ π

0

− cos nx

n
dx =

−π

n
(−1)n.

By virtue of Exercise 2.1, we have, from (2.6)

bn =
6
π

−π

n
(−1)n = − 6

n
(−1)n.

STEP 4: The Fourier series of f(x) = 3x is given by

a0 +
∞∑

n=1

an cos nx + bn sinnx = 0 +
∞∑

n=1

0 cos nx +− 6
n

(−1)n sinnx

=
∞∑

n=1

− 6
n

(−1)n sinnx.

Now try the following
Exercise 2.2.

(i) Show that x3 cos nx is an odd function and x3 sinnx is an even function.
Hence give the value of ∫ π

−π

x3 cos nx dx

and write down another expression equal to∫ π

−π

x3 sinnx dx.

(ii) By integrating by parts, show that∫ π

0

x3 sinnx dx = − (−1)nπ3

n
+

3
n

∫ π

0

x2 cos nx dx.

Hint: Recall for integer values of n that cos nπ = (−1)n.

(iii) Given that ∫ π

0

x2 cos nx dx = − 2
n

∫ π

0

x sinnx dx

and ∫ π

0

x sinnx dx = −π

n
(−1)n,

use part (ii) to prove that∫ π

0

x3 sinnx dx =
6π

n3
(−1)n − π3

n
(−1)n.

(iv) Using parts (i) and (iii), and supposing that the Fourier series converges,
show for all x ∈ (−π, π) that

x3 =
∞∑

n=1

2(−1)n

(
6
n3

− π2

n

)
sinnx.

Calculus of Several Variables and Fourier Analysis(MS224) c©John Appleby, 2001
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Expand the function into Fourier series and plot.(pointwise convergence instead of 
uniform convergence) 
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複數空間講義 

 

 實數空間 複數空間 

矩

陣 

TA A 對稱 symmetric 
TA A 反對稱

skew-symmetric 
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H TA A A    (skew-Hermitian) 
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 
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通式與特例 Fourier series 
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複數與工程  

賴添盛 技師  

複數的起源  

1805 年出生於愛爾蘭的哈彌爾頓，在 1843 年 10 月 16 日的深夜，

與妻子一同恩愛的散步在布魯赫姆橋上，突發的靈感想通了一個難解

的問題：i2=-1…(1-1)，從此以後，人類數學上除了『實數』之外，

還增加了『虛數』，兩者結合形成『複數』，改變了人類數學上的解題

技術。  

『複數』的發明，破解了許多物理數學上原先無解的問題，對人類

的科技發展影響深遠。但是，『虛數』畢竟只是一種虛擬的數，在現

實的生活中是不存在的，換句話說，『實數』和『虛數』是二種獨立

的變數，解題到最後終究必須轉化成實數解，才有物理上的意義。少

部分後學者不明白其中奧秘，常常混淆不清。 

為了讓讀者認清真相，首先請看一則解一元二次方程式的問題如

下：求解：z2+2z+1=0…(2-1)，解： 

(一)實數域之解，令 z=x，x 為實數…(2-2)，代入(2-1)式中，得

x2+2x+2=(x+1)2+1≧1…(2-3)，所以(2-1)式無解。 

(二)複數域之解，令 z=x+yi，x，y 為實數…(2-4)，代入(2-1)式

中，得 z2+2z+2=x2+2xyi-y2+2x+2yi+2=(x2+2x-y2+2)+2y(x+1)i=0，
得 x2+2x-y2+2=0…(2-5)，2y(x+1)=0…(2-6)，若 y=0，則 x2+2x+2=0，

無解。若 x=-1，則 y=±1，得解 z=-1+i，-1-i(共軛複數)…(2-7)  

在實數域中無解的問題，因為借用哈彌爾頓虛擬的『虛數』後，卻

一定可以在複數域中得到『共軛複數』解，但是這種解只是『虛擬解』，

在現實生活中是不存在的。以下再看另一則解結構動力的問題，求

解：m(d2v/dt2)+kv=0…(3-1)，v(0)=a…(3-2)，dv(0)/dt=b…(3-3)，

解： 

(一)複數域之解，令 v=Cest，代入(3-1)式中，得 ms2+k=0…(3-4)，

令ω2=k/m，代入(3-4)式中，得 s2+ω2=0…(3-5)，得 s=+ωi，-ω

i(共軛複數)，v之通解為 v=C1eiωt+C2 e-iωt…(3-6)，代入(3-2)，

(3-3)式中，得 v(0)=a=C1+C2，dv(0)/dt=b=iω(C1-C2)→C1-C2=b/i
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ω，C1=a/2+b/2iω…(3-7)，C2=a/2-b/2iω…(3-8)，代入(3-6)式

中，得 v=(a/2)(eiωt+e-iωt)+(b/2iω)(eiωt-e-iωt)，=acosω
t+(b/ω)sinωt…(3-9)(『虛數』互相抵銷，回到現實)，=ρcos(ω
t-θ)…(3-10)，ρ=﹝a2+(b/ω)2﹞1/2…(3-11)，θ=tan-1(b/ω
a)…(3-12)，θ為遲滯相位角差，表示當 t=θ/ω時，v才會達到最

大值。 

(二)實數域之解，根據 Euler＇s 公式，e±iωt=cosωt±isinωt…

(3-13)，將(3-6)式之通解改為 v=R1 cosωt+R2sinωt…(3-14)，代

入(3-2)，(3-3)式中，得 v(0)=a=R1…(3-15)，dv(0)/dt=b=ωR2→

R2=b/ω…(3-16)，代入(3-14)式中，得 v=acosωt+(b/ω)sinωt…

(3-17)，由(3-9)式與(3-17)式得知，實數域與複數域之解完全相同，

不因解題技術差異而得到不同解。在解題過程中暫時借用哈彌爾頓所

定義的『複數』只是一種技術(手段)，由於複數根一定會以『共軛複

數(Conjugate Complex Number)』的型式成雙成對、如影隨形的出現，

『虛數』終究會在解題過程中互相抵銷而功成身退，回到現實生活中

的實數解。明白這一點，相信你就會愛死『複數』。或許有一天，你

會虛擬一種比『虛數』更有意思的『超虛數』，去破解一些目前尚未

解決的物理數學問題，你的成就，將會超越哈彌爾頓。  

複數的意義  

綜合以上說明得知，『虛數』是人類在發展數學上的解題技術時，

以人為定義方式發明的一種虛擬的數(相當於『虛擬實境』一樣)。『虛

數』顧名思義，是一種虛擬的數，在現實生活中不存在，在實務的商

用數學中也用不著。『複數』可以用來破解一些物理數學上的問題，

解題到最後經過轉化所得到的實數解，才有物理上的意義，帶有『虛

數』的複數解是沒有物理意義的。  

資料來源: 

技師報 N0.240 (2001/07/14 星期六)—賴添盛 技師 撰 

http://www.twce.org.tw/info/技師報/240-3-2.htm 
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獻給汪定順老師的講義 
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Method 2 (Stokes’ 轉換) 
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Alternative series and Stokes’ transformation

½×´½Í Ï£Š

original function decomposition:

f(t) =
1
2
a0 +

∞
∑

n=1

{ancos(
nπt
l

)+bnsin(
nπt
l

)}

derivative of original function decomposition:

f ′(t) =
∞

∑

n=1

{an(
−nπ

l
)sin(

nπt
l

)+bn(
nπ
l

)cos(
nπt
l

)} =
1
2
a′0+

∞
∑

n=1

{a′ncos(
nπt
l

)+b′nsin(
nπt
l

)}

where Jk is the jump value at tk for the function f(t).

relation of an, bn, a′n and b′n:

an = − 1
nπ

m
∑

k=1

Jksin(
nπtk

l
)− l

nπ
b′n, n 6= 0 (1)

bn =
1

nπ

m
∑

k=1

Jkcos(
nπtk

p
) +

l
nπ

a′n, n 6= 0 (2)

Termwise differentiation is only permissible if Jk is zero.

Stokes’ transformation:

u(x) =







p, x = 0
∑∞

n=0 bnsin(nπx/l), 0 < x < l
q, x = l

(3)

Assume

u′(x) =
∞

∑

n=0

a′ncos(nπx/l), 0 ≤ x ≤ l (4)

a′n =
2
l

∫ l

0
u′(x)cos(nπx/l)dx

=
2
l
[u(x)cos(nπx/l)]l0 +

2nπ
l2

∫ l

0
u(x)sin(nπx/l)dx

=
2
l
[(−1)nq − p] + nπbn/l, (5)

and as n = 0,

a′0 =
−1
l

[p− q] (6)

Defining

rn ≡
{ −1

l [p− q], n = 0
2
l [(−1)nq − p], n = 1, 2, · · · (7)

we have

a′n = rn +nπbn/l, n ≥ 0 (8)
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Proof:

J0 = 2p, at x = 0

Jl = 2q, at x = −l

½×´	ÍÏ£Š 	b (ù)
æf:c:/ctex/course/math2/alter1.te ���f:Jun./3/’02
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Alternative series and Stokes’ transformation

½×´½Í Ï£Š

Table 1: Fourier coefficients for f(t) and f ′(t)

f(t) = 1
2a0 +

∑∞
n=1{ancos(nπt

l ) + bnsin(nπt
l )} a0 an bn

f ′(t) = 1
2a
′
0 +

∑∞
n=1{a′ncos(

nπt
l ) + b′nsin(nπt

l )} a′0 a′n b′n

relation of an, bn, a′n and b′n:

an = − 1
nπ

m
∑

k=1

Jksin(
nπtk

l
)− l

nπ
b′n, n 6= 0 (1)

bn =
1

nπ

m
∑

k=1

Jkcos(
nπtk

p
) +

l
nπ

a′n, n 6= 0 (2)

relation of a0 and a′0 ?

a′0 by alternative series

a′0 =
1
l

∫

0
lf ′(t)dt =

1
l
f(t) |0−l +

1
l
f(t) |l0=

2
l
{q−p}

½×´	ÍÏ£Š 	b (ù)
æf:c:/ctex/course/math2/alter2.te ���f:Jun./3/’02
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Cesaro sum for Fourier series

½×´½Í Ï£Š

Fourier series for original function

f(t) =
1
2
a0 +

∞
∑

n=1

{ancos(
nπt
p

)+bnsin(
nπt
p

)}

Fourier series for the derivative of original function

f ′(t) =
∞

∑

n=1

{an(
−nπ

p
)sin(

nπt
p

)+bn(
nπ
p

)cos(
nπt
p

)} =
∞

∑

n=1

{a′ncos(
nπt
p

)+b′nsin(
nπt
p

)}

Divergence for Fourier series representation of f ′(t) may occur when the termwise differeti-
ation is not permissible.

Two methods can be employed:

(a). Alternative series by considering the jump value of the function. (Stokes’ trans-
formation)

(b). Cesaro sum treatment.

The general C(k, r) Cesàro sum is defined as

Sk = C(k, r){
k

∑

n=0

an} ≡
Ck+r−1

r−1 s0 + Ck+r−2
r−1 s1 + · · ·+ Cr

r−1sk−1 + Cr−1
r−1sk

Ck+r
r

(1)

where Ck
r = k!/(r! (k − r)!) and the partial sum is

sk =
k

∑

n=0

an (2)

The C(k, 1) sum reduces to the conventional Cesàro sum:

Sk = C(k, 1){
k

∑

n=0

an} ≡
s0 + s1 + · · ·+ sk−1 + sk

k + 1
(3)

For the efficiency of computation, the si terms are changed to the ai terms and the
equation is thus changed to

Sk = C(k, 1){
k

∑

n=0

an} ≡
1

k + 1

k
∑

n=0

(k−n+1) an (4)

Similarly, the C(k, 2) Cesàro sum is

Sk = C(k, 2){
k

∑

n=0

an} ≡
1

(k + 1)(k + 2)

k
∑

n=0

(k−n+1)(k−n+2) an (5)

In the same way, the C(k, 3) and C(k, 4) Cesàro sums are respectively

Sk = C(k, 3){
k

∑

n=0

an} ≡
∑k

n=0(k − n + 1)(k − n + 2)(k − n + 3) an

(k + 1)(k + 2)(k + 3)
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Sk = C(k, 4){
k

∑

n=0

an} ≡
∑k

n=0(k − n + 1)(k − n + 2)(k − n + 3)(k − n + 4) an

(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)

If the a0 term is missing, the C(k, 1) Cesàro sum reduces to

Sk ≡ C(k, 1){
k

∑

n=1

an} =
1
k

k
∑

n=1

(k−n+1) an (6)

½×´	ÍÏ£Š 	b (ù)
æf:c:/ctex/course/math2/cesaro1.te ���f:Jun./3/’02

160



Energy conservation
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Function decomposition� discrete form�
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An alternative method to calculate
R
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Parseval’s 定理  
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 Fourier coefficient 的新觀點 
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n n
n

n n
n

n n
n

n n
n

F f x dx

f x a nx b nx a dx

a nx b nx a dx

f x dx

f x a nx b nx a dx

a a b





















 

























  

 



  

  













 

0 0
0

14 2 ( ) 0 ( )
2
12 2 ( )cos( ) 0 ( )cos( )

12 2 ( )sin( ) 0 ( )sin( )

n n

n

n n

n

F
a f x dx a f x dx

a

F
a f x nx dx a f x nx dx

a

F
b f x nx dx b f x nx dx

b

 

 

 

 

 

 










 

 

 


    




    



    


 

 

 
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  海洋大學河海工程學系   工程數學（二）－補救教學練習考 5   姓名： 

                                                           學號： 
 

Small test 08-05.doc 小江製 

1. 求
1

ln
e
x xdx∫ =? 

 

2. 求 =? sinaxe bxd∫ x

 

3. ( ) cos 3sinf x x= + x  將 ( )f x 換成 sin( )r ax b+ ，求  , ,r a b
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                                                           學號： 
 

Small test 08-05.doc 小江製 

1. 求
1

ln
e
x xdx∫ =? 

1

2 2

2

1
1

2 2

1

2 2

2

ln

1 1 1
ln ( ) ( )( )

2 2

1 1
ln

2 2

1 1
ln

2 4

1 1 1

2 4 4

1 1

4 4

e

e
e

e

x xdx

x x x
x

x x xdx

e e x

e e

e

= −

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

= +

∫

∫

∫

u dv

21

2

x

x
dx

x

 

( ) ln

1
( )

x

x

+

−

+

2. 求 ∫ =? sinaxe bxd

2
2 2

2

2 2

2

2 2

2 2

sin

1 1 1
( cos ) ( sin ) ( sin

1
cos sin sin

1
(1 ) sin cos sin

sin ( sin cos )

ax

ax ax ax

ax ax ax

ax ax ax

ax
ax

e bxdx

e bx ae bx a e b
b b b

a ae bx e bx e bxdx
b b b

a ae bxdx e bx e bx
b b b

ee bxdx a bx b bx C
a b

= − − − + −

= − + −

⇒ + = − +

⇒ = − +
+

∫

∫

∫

∫

∫

u dv

)x

 

2

( )

( )

( )

ax

ax

ax

e

ae

a e

+

−

+

sin

1
cos

1
sin

bx

bx
b

bx
b

−

−
−

+

3. ( ) cos 3sinf x x= + x  將 ( )f x 換成 r asin( )x b+ ，求  , ,r a b

1 3
2( cos sin )

2 2

2(sin cos cos sin )
6 6

2sin( )
6

x x

x x

x

π π

π

= +

= +

= +

      

2

1

6

r
a

b π

⎧
⎪ =
⎪

=⎨
⎪
⎪ =
⎩
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                                                                  學號： 
 

                                                                       Small test 08-06.doc 魯蛋製 
 

1. 2( ) 1, ( )f t t tπ π= + − ≤ ≤ ，試求此週期函數的傅立葉級數展開。 
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                                                                  學號： 
 

                                                                       Small test 08-06.doc 小江製 
 

1. 2( ) 1, ( )f t t tπ π= + − ≤ ≤ ，試求此週期函數的傅立葉級數展開。 

 
 
 

0
1

2
0

2
2

2

2
2

1

2 2 ,

( ) [ cos( ) sin( )]

1 1
( ) 1

2 3
1 4

( 1)cos( ) ( 1)

1
( 1)sin( ) 0

1 4
( ) 1 [ ( 1) cos( )]

3

n n
n

n
n

n

n

n

T p p
n nf t a a t b t
p p

a f t dt

a t nt dt
n

b t nt dt

f t n
n

π

π

π

π

π

π

t

π π
π π

π
π

π

π

π

∞

=

−

−

−

∞

=

= = =

= + +

= = +

= + = −

= + =

⇒ = + + −

∑

∫

∫

∫

∑
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海洋大學河海工程系 工程數學(二)補救教學第七小考  姓名： 

                                                 學號： 

Find the Complex Fourier series of 

( ) cos(9 ), , ( ) ( 2 )
3

f t t t f t f t
π π π π= − − < < = +  

-3 -2 -1 1 2 3
t

-1

-0.5

0.5

1

fHtL

 

Given , find int( ) n
n

f t c e
∞

−

=−∞

= ∑ ?nc = ( ,....0....,n = −∞ ∞ ) 

補救 Test08-07.doc.yu 製 
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海洋大學河海工程系 工程數學(二)補救教學第七小考解答  

Find the Complex Fourier series of 

( ) cos(9 ), , ( ) ( 2 )
3

f t t t f t f t
π π π π= − − < < = +  

-3 -2 -1 1 2 3
t

-1

-0.5

0.5

1

fHtL

 

(1).Given , find 
∞

=−∞

= ∑ int( ) n
n

f t c e ?nc = ( ,....0....,n = −∞ ∞ ) 

π

π

π

π

π

π

π
π

π π ππ π
π π

π π ππ π
π π

−

−

−

−

−
−

= −

= − = − =

= − = + = +

∫

∫

∫

9

9

9

9

1
cos(9 )

2 3

1 1
[cos(9 ) ( cos( ) sin( ))

2 3 2 3 3 4

1 1
[cos(9 ) ( cos( ) sin( ))

2 3 2 3 3 4

int
n

ti

ti

c t e dt

c t e dt i

c t e dt i

−
1 3

4

1 3

4

i

i

 

− −
−= + = − + + = +9it 9it 9it 9it

9 9

1 3 1 3 1 3
( ) ( ) ( ) cos(9 ) sin(9 )

4 4 4 4 2 2
f t c e c e i e i e t t

(2).另解 

 

π

π π

− −

−

−
−

= −

= +

−⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= +

9 9 9

9 9

9 9
9 9

( ) cos(9 )
3

cos(9 ) cos( ) sin(9 ) sin( )
3 3

1 1 3
( ) (

2 2 2 2

1 3 1 3

4 4 4 4

i t i t i t i t

i t i t

i t i t

f t t

t t

i
e e e e

i i
e e

c e c e

9 )  

補救 Test08-07s.doc.yu 製 魯蛋修訂 
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  國立臺灣海洋大學          河海工程學系 2B             工程數學(二) 

日期:2008 年五 5月 5日  姓名:                  學號:                    

fFind the complex Fourier coefficient of the follow ( t ) sin( t )λ=   

f(t) 

t 

 
f(t) 

⑴ 單數號的同學把週期看成 πλ  T 

    2in t
n

n

f ( t ) C e λ
∞

=−∞

= ∑
t 

 

 

 

 

 

 

 

 f(t) 
 

T 
⑵ 雙數號的同學把週期看成 2π

λ  

   in t
n

n

f ( t ) d e λ
∞

=−∞

= ∑  t 

 

 

 

 

 

 

 

⑶ 和 有關嗎?(魯蛋評論) nC nd
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  國立臺灣海洋大學          河海工程學系 2B             工程數學(二) 

日期:2008 年五 5月 5日  姓名:                  學號:                    

f

【 工程數學(二)   補救教學第八次課堂小考  小老師-李家瑋 】  謝祥志製 

Find the complex Fourier coefficient of the follow ( t ) sin( t )λ=   

f(t) 

t 

 

⑴ 單數號的同學把週期看成 πλ  

    2in t
n

n

f ( t ) C e λ
∞

=−∞

= ∑
解一： 

( )

( ) ( )

22

0

22

0

1 2 1 22

0

1 2 1 22 2

0 0

2

2

2

2

2

2

2 1 2 1 2

1 1 1

1 2 1 2

in t
n

i t i t in t

( n )i t ( n )i t

( n )i t ( n )i t

C Re sin t e dt

( e e )e dt
i

( e e )dt
i

e e
i ( n )i ( n )i

n n

π
λλ

π
λ λ λλ

π
λ λλ

π π
λ λλ λ

λ
λ

π

λ
π

λ
π

π

π

−

− −

− − +

− − +

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= ⋅⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

= −

= −

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎜ − + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
⎛− − −⎜= ⎜ +

− +⎝

∫

∫

∫

2

2 1

1 4nπ

⎞⎟⎟⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎠

=
−

 

f(t) T 

t 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           小江改 

171



  國立臺灣海洋大學          河海工程學系 2B             工程數學(二) 

解二： 

0

0

0

2

2

2

2

1 2 1 2
2

1 2 1 2

2 1 2 1 2

2

4
2 1

1 4

nC sin( t )cos( n t )dt

sin( n ) t sin( n ) tdt

cos( n ) t cos( n ) t
( n ) ( n )

cos ( n )
n

n

π
λ

π
λ

π
λ

λ
λ λ

π

λ
λ λ

π

λ λ
π λ λ

π
π π

π

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + + −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥− + −⎢ ⎥= −
⎢ ⎥+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

=
−

=
−

∫

∫

λ
 

 

解三： 

2

0

2 2

0
0

2 2 2

0
0 0

2

1
2

1 2
4

1 4

in t
n

in t in t

in t in t in t

C sin( t )e dt

cos( t )e in cos( t )e dt

incos( t )e sin( t )e n sin( t )e dt

( n ) sin( t )e

π
λλ

π
π

λλ λλ

π π
π

λ λλ λ λ

λ
λ

π

λ
λ λ

π λ

λ
λ λ λ

π λ λ

λ
λ

π

−

− −

− −

−

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥−

= − ⋅⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥= − − ⋅⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

⇒ −

∫

∫

∫

移項

2 λ−

2

0

2 2

0 0

2

2

0

2 2
2

0 0

2

1 2

1 4

1 1 2

1 4

2 1

1 4

in t

in t in t

in t
n

in t in t

dt

incos( t )e sin( t )e

( n )

C sin( t )e dt

incos( t )e sin( t )e
( n )

( n )

π
λλ

π π
λ λλ λ

π
λλ

π π
λ λλ λ

λ
λ λ

π λ λ

λ
λ

π

λ
λ λ

π λ λ

π

− −

−

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥−

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
−

⇒ =

⎡ ⎤
⎢ ⎥−

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

=
−

∫

∫

同除
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解四： 

2

0

2

0

1 2 1 2

0 0

1 2 1 2

1 2 1 2

2

2

1 1
1 1

2 1 2 1 2

1 1 1

2 1 2 1 2 1 2

in t
n

i t i t in t

( n )i t ( n )i t

( n )i ( n )i

( n )i ( n

C sin( t )e dt

( e e )e dt
i

e dt e dt
i

( e ) ( e )
i ( n )i ( n )i

e e
n n n

π
λλ

π
λ λ λλ

π π
λ λλ λ

π π

π

λ
λ

π
λ
π

λ
π

λ
π λ λ

π

−

− −

− − +

− −

− − +

=

= −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥= − +⎢ ⎥− +⎣ ⎦

= − + −
− − +

∫

∫

∫ ∫

+ −

1 2

)i

n

π⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 

其中 

 
1 2

1 2

2

1 2 1 2 1

1 2 1 2 1

1 1 1 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 1

1 4

( n )i

( n )i

n

e cos( n ) i sin( n )
e cos( n ) i sin( n )

C
n n n n

n

π

π

π π

π π

π

π

−

− +

= − + − =−

= + − + =
⎡ ⎤
⎢ ⎥⇒ = + + +
⎢ ⎥− − + +⎣ ⎦

=
−

−

 

 

 

 

Mathematica 指令與圖形 

單 數 號 → PlotA „
n=−100

100
2

π ∗ H L1 − 4 ∗ n2
∗ Æ2∗Ç∗t∗n, 8t, − 3  π , 3  π <E

 
1

0.8

0.6

0.4
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0.2
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【 工程數學(二)   補救教學第八次課堂小考  小老師-李家瑋 】  謝祥志製 

⑵ 雙數號的同學把週期看成 2π
λ  

   in t
n

n

f ( t ) d e λ
∞

=−∞

= ∑  

Sol: 

( ) ( )

( ) ( )

0

0

0

0

0
1 1 1 1

0 0

2

4

4

in t in t
n

i t i t in t i t i t in t

( n )i t ( n )i t ( n )i t ( n )i

D sin t e dt sin t e dt

e e e dt e e e dt
i

e dt e dt e dt e
i

π
λ λλ

π
λ

π
λ λ λ λ λ λλ

π
λ

π π
λ λ λλ λ

π
λ

λ
λ λ

π

λ
π

λ
π

− −

−

− − − −

−

− − + − − +

−

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥⎟= −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥⎟= − − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

= − − −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

( )

0

2

1 1 1 1 1

2 1 1 1 1

1 1

1

t

n n

n

dt

( ) ( )
n n n n

( )
n

λ
π
λ

π

π

−

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤− −⎢ ⎥= + + +⎢ ⎥− + − +⎣ ⎦

+ −
=

−

∫  

f(t) 

t 

T 

其中 

( )

( )

11

11

1 1

1 1

n( n )i

n( n )i

e cos( n ) i sin( n )

e cos( n ) i sin( n )

π

π

π π

π π

−−

+− +

= − + − = −

= + − + = −

1

1
 

 

 

 

nD 也可如上列C 之求解方法進行求解 n
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Mathematica 指令與圖形 

雙數號 → PlotA ‚
n=−100

−2 1+ Cos@n∗ πD
π − n2∗ π

∗ÆÇ∗t∗n + ‚
n=2

100 1+ Cos@n∗ πD
π − n2 ∗ π

∗ÆÇ∗t∗n +
2
π

, 8t, −3 π, 3 π<E
 

-7.5 -5 -2.5 2.5 5 7.5

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

 

⑶ 和 有關嗎?(魯蛋評論) nC nd

Sol: 比較 與  nC mD

    

( )

2
2

2

2 1
1

1 4

1 1
2

1

i( n ) t
n n

n
m

im t
m m

m

f ( t ) C e , where C ..........( )
n

( )f ( t ) D e , where D ...........( )
m

λ

λ

π

π

∞

=−∞

∞

=−∞

= =
−

+ −
= =

−

∑

∑
 

    0 2 4

0 2 3

, , ......

, , , ........

i t i t

i t i t i t

e e e
e e e e

λ λ

λ λ λ

⇒

由(1)(2)可知

(1)式基底:

(2)式基底:

 

 

π

+

⎧ =⎪ −⎨
⎪ =⎩

2 2

2 1

2 1

(1 4 ) , 2

0

其中 可得知（ ）式中奇數項係數 0為
k

k

D
k

D

   

進而得知（1）（2）式，為等價 

(2 ) (2 )

2 2 2

2 1 2 1
2

(1 4 ) (1 4 )
i k t i n t

k nm k D e e C
k nπ π

= = ⇔
− −

亦可視成 時 , =  
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2=( )f t t , 0 2   ≤ ≤t 2+ =( ) ( )f t f t   2 2= =T p  

 

t 

( )f t

20 42−4−

請以複數的傅立葉級數展開之。 

( λ
∞

=−∞

= ∑( ) in t
n

n

f t c e ) 

【 工程數學(二)   補救教學第九次課堂小考  小老師-李家瑋 】  小江 製 
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Fourier series -> Fourier integral 
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Convolution褶積

• t在不同範圍f(t)和g(t)所形成的圖

• 以及t在不同範圍h(t)所形成的圖
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Table �� Comparsions of time domain and frequency domain approaches

time domain frequency domain
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Parseval�s theorem
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                    

   


          





2
0

Tp e r i o d T
n nT

n

i n t

T
n

n

p

f ( t ) d t T a T ( ( a b ) )

f ( t ) c e

22 2


      


 










      



n

2T
T

e r i o d T
nT

f ( t ) d t c



2012/2/15 3

 
2

2

1
3

1

2

   


 


 

    

 

 

 


 
              


                            



 

 

n=

i t i tf ( t ) F ( ) e d ,F ( ) f ( t ) e d t

f ( t ) d t F ( ) d





範例

以此(週期)函數為例
f(t)

三種都算算看


f(t)

10

1

t

2012/2/15 4

10

1

t
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第一種

 

    

 
  

 

1

0 0

1

0

1 1

0

1

1 1
1

2 2

1 0

1
1 1 1

11








  



  

   

 

  


  
 

    
 

          


            




        









n

-1

n

n

n

a d t

a c o s n t d t

b s i n n t d t
n

f t i t 
 

 
2




        
 

n=1

f t s i n n t
n

2012/2/15 5

1 2 2 2

0
1

2
   

 
  

         2

0 n n
n

f ( t ) d t T a T ( ( a b ) )
1





 





  







n+1
2

2 2
n=1

2 2

1 2+2(-1)
                  2 1 ( ) +

2 n

1 4
                  +

2 n

n

(n為奇數)

2012/2/15 6

n=12 n
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第二種

1

T=1

1

 

  

1 -in t
n 0

-in

n

1
c = 1e dt

2
1

    = e -1
-2in

1
    = -1 -1

-2in
1

c =a =











    
0 0

n

n 0

c a
2

1 1
+ -1 -1

2 -2in





  

 


    i n t

n

f t e
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1 22

0

2

0-1
2T c + n

n

f ( t ) d t c
 


 
 

 
        
 

 0c(因為 被提出來另外討論)     

0

n+1

2 2
n=-
n 0

2 2
n=-
n 0

1 1+(-1)
                   +2

2 2n

1 2
                   +

2 n

n





 











 







 (n為奇數)

2 2
n=1

1 4
                   +

2 n 



 
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(n為奇數)
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第三種
-i1

F( )= (e -1)
-i
i




i
        = (cos -isin -1)

cos -1 sin
        = i+

 


 
 

 
 
 

     2
F =F F  

 

2 2

2 2

2

sin cos -1 sin cos -1
            = +i -i

sin cos -2cos +1
            = +

2 1-cos
            =

   
   
  

 




  
  
  
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2
2 1

2
 



 

 


     

 f ( t ) d t F ( ) d

 
2

1

2





 













 2-

2 1-
                      

                       ?

cos
d

2012/2/15 10

就大二工數所學無法解此式的積分
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換個例題

 
-te  , t 0

f t =
0 0

 



g(t)
21 

2 


     f ( t ) d t

 
0   , t 0




 2 -2t

- 0

1
f t dt= e dt=

2

 

 

1
te-

t

21

2
1

2
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



 
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
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 
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


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 

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












2-

2

2
2-

1

1+

d
1+

F ( ) d

d

sec

tan

令
2

= tan

d =sec d

 

 

  1
F =

1+i




     2

2

1
F =F F =

1+
  


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2

1

2

1

2





 

 
 













2

2

2
2-

2

1+

d
sec

tan

sec

驗證成功!!
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Some interesting properties of operators 

①. 14 =r , iir −−= ,,1,1  

②. )(2))((FF tftf −= π , )(4))(( 2 tftf π=F  

where F  is Fourier transform. 

③. )())(( tyty −=HH  

where H  is the Hilbert transform. 

④. 
~
yyHH =

~
 , IH =2  

where H  is Householder matrix. 

⑤. )(cos)(cos
2

2
2 θ
θ

πθ m
d

d
m −=MM  

where M  is the integral operator of ),( xsM  kernel. 

⑥. ∫∫−= θφθπθ ddmm )(cos)(cos 2UU  

where U  is the integral operator of ),( xsU  kernel. 

⑦. UMTT =ei , MULL =ei  
 

⑧. 12 −=i  
 

⑨. IC =3  

where 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

001

100

010

C  is a circulant matrix. 

⑩. II =2 , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

10

01
I . 

⑪. JJ −=2 , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

01

10
J . 

⑫. )()(')(''))()(')(''( 22 tcytbtytyattcytbtytyat ++=++LL  

where L  is the Laplace transform. 
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因果函數 Fourier 轉換特性 
 

Let )()()( tftftf oe +=  and )()()( ωωω IR iFFF +=   

where )sgn()()( ttftf eo ⋅= , )sgn()()( ttftf oe ⋅= ,  

)())(( ωRe FtfF = , )())(( ωIo iFtfF = , and 
ω

ω i
StF

2
)())(sgn(

−
==  

)()())(*)(( ωω GFtgtfF ⋅=    )()(4))(*)(( 2 tgtfGFF −⋅−=⇒ πωω  

(1) ∫
∞

∞− −
= du

u

uF
F I

R )(

)(
)(

ωπ
ω  

 )sgn()())sgn(())(()sgn()()( ttfttfttftf oooe −⋅−=−−⋅−−=⋅=  

 

  )sgn(2)(2))(*)(( ttfSiFF oI −⋅−=⇒ ππωω  

      )(22 tfe −⋅= ππ  

      ))((2 ωπ RFF=  

  du
u

uF
du

u

iuiF
duuS

uiF
SiFF III

IR ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞− −
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−
−

⋅=−⋅==⇒
)(

)(

)(

2

2

)(
)(

2

)(
))(*)((

2

1
)(

ωπωπ
ω

π
ωω

π
ω  
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∞

∞− −
−
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u
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F R

I )(

)(
)(

ωπ
ω  

)sgn()())sgn(())(()sgn()()( ttfttfttftf eeeo −⋅−−=−−⋅−=⋅=  

 

  )sgn(2)(2))(*)(( ttfSFF eR −⋅−=⇒ ππωω  

      )(22 tfo −⋅⋅= ππ  

      ))((2 ωπ IiFF⋅=  

      ))((2 ωπ IFFi ⋅=  

  du
u

uF
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u

i

i

uF
duuS

i

uF
SF

i
F RRR
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∞

∞−

∞
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Example for Fourier transform

� � � � � � � � � � �

� 	 
 � �


 f�t� �

�
��� � t � �

���� � t � �

� � f�t� � Fourier � � � � � � � � � � � � �

� �  � ! " # $ �

Z
�

��

sin�

�
d� ��

% �  Parseval & ' $ �

Z
�

��

���� �

a� ib�

�����d� �� ( ) a� b � A B

C �  D B & ' $ �

Z
�

��

���� �

a� ib�

����� d� ��

E F % G C ! " # H I $ J � � ( K ' L M � � N O P Q R �

� * � � �  Fourier � � ! & M

F ��� � F f f�t� g �
Z
�

��

f�t� e�i�t dt

�
Z �

��

������ e�i�t dt�
Z
�

�
����� e�i�t dt

� � �����
Z
�

�
e�i�t dt �

e�i�t

�i�

�����
�

�
�

i�

S � � � � T U f�t� � V W B �

� �  X Fourier � � ! & M

f�t� � F ��fF ��� g �
�

��

Z
�
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�
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�
�
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Z
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Z
�
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S . /

Z
�
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�
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201



�

% + g�t� �
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a� � b���
$ e

Z
�

��

���� �

a� ib�

����� d� �
Z
�

��

�

a� � b���
d�

S f g h D B & '

Z
�

��

h�x� dx � ��i S
upper
plane

Resf h�z� g

i j k

Z
�

��

�

a� � b���
d� � ��i Res

z�i
a

b

�

a� � b�z�
� ��i

�

�abi

�
�

ab

l m n o p q r s t u v w

x y z 1 2 3 4 5 i 1 6 � 7 �
i i i i i i i i 8 9 : ; c�	ctex	course	math�	forex�
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Properties of Fourier transform

� � � � � � � � � � �

� De�nition of Fourier transform�f�t� is real��

F ��� � Fff�t�g �
Z
�

��

f�t�e�i�tdt� F ���� � F ����

� De�nition of Inverse Fourier transform�

u�t� � F��fF ���g �
�

��

Z
�

��

F ���ei�td�

� Linear property�

Ffa f�t� � b g�t�g � a F ��� � b G���

� Double Fourier transform�

FfFff�t�gg � ��f��t�

� Time shifting�

Fff�t� a�g � e�i�aF ���

� Frequency shifting�

Ffei��tf�t�g � F �� � ���

� Time derivative�

Fff ��t�g � i� F ���

� Frequency derivative�

F ���� � Ff�itf�t�g

� Convolution�

Fff�t� � g�t�g � F ���G���

where

f�t� � g�t� �
Z
�

��

f�u�g�t� u�du

�	 Energy conservation�

Z
�

��

f ��t�dt �
�

��

Z
�

��

j F ��� j� d�

� � � � � � � � � � 	 � 
 �

� � � � � � � � � � 
 � c��ctex�course�math��prp�	te� � � 
 �May	�
���
��
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Table of Fourier integral

� � � � � � � � � � �

��le�tabfor�te�

� 	 
 � � Fourier 
 �

f�x� F ���
�
�

for jxj � a� � for jxj � a sin a�
�

�p
��jxj

�p
j�j

�a�x
�

for jxj � �a� � for jxj � �a sin� a�
��

a

��x��a��
e�a j�j

e
�x���a

�
p
�a

e�a�
�

e
�a jxj

�a
�

���a�
K��a jxj�

�

�p
���a�

ieiax for x � �� � forx � � �
��a �forI a � ��

f �n��x� �i��nF ���

�
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Gibbs phenomenon by Fourier transform

� � � � � � � � � � �

Given a function f�t�� we have

f���u� �
�

��

Z
�

��

Z
�

��

f�t�e�i�tdtei�ud� � f���u� �
�

��

Z
�

��

Z
�

��

f�t�e�i��t�u�dtd�

f���u� �
�

��

Z
�

��

Z
�

��

f�t�e�i��t�u�d�dt � f���u� �
�

��

Z
�

��

f�t�
e�i��t�u�

�i�t� u�
j��
���

dt

f���u� �
Z
�

��

sin����t� u��

�t� u�
f�t�dt � f���u� �

Z
�

��

R��
�u� t�f�t�dt

where reproducing kernel R��
�u� t� � sin����t�u��

�t�u�

After substituting the Heaviside function into f�t�� we have

f���u� �
Z
�

�

sin����t� u��

�t� u�
dt

By changing the variable� we have

f���u� �
Z

��u

��

�

�

sin�x�

�x�
dx �

Z �

��

�

�

sin�x�

�x�
dx�

Z
��t

�

�

�

sin�x�

�x�
dx

f���u� � ��� �
Z

��u

�

�

�

sin�x�

�x�
dx

f���u� � ��� �
�

�
Si���u�

where Si function is de	ned by

Si�z� �
Z

z

�

sin�x�

x
dx

The maximum value occurs as the derivative is zero� i�e��

sin�z�

z
� �

The maximum may occur as z � �� �� ��� � � �


The maximum of �
�� can be obtained by substituting u � ����

� � � � � � � � � � 	 � 
 �

� � � � � � � � � � 
 � c�
ctex
course
math�
gib�
te� � � 
 �May

��
����
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�

Fourier transform

� � � � � � � � � � �

Fourier � 	


 � � f �x� 
 � � � � �
Z
�

��

jf�x�j � � � � � � � � � � � �

����
���

F ��� � F ff�x�g �
Z
�

��

f�x� e�i�x dx � Fourier � � �

f�x� � F���F ���� �
�

��

Z
�

��

F ��� ei�x d� � � Fourier � � �
���

 ! e��x � e�x 
 Fourier � � " # $ � % A B � � �Kernel function��

C f �x� 
 D � � E����
���

Fc��� � F ff�x�g � �
Z
�

�

f�x� cos�x dx � Fourier F G � � �

f�x� � F ���F ���� �
�

�

Z
�

�

Fc��� cos�x d� � � Fourier F G � � �
���

C f �x� 
 H � � E����
���

Fs��� � F ff�x�g � �
Z
�

�

f�x� sin�x dx � Fourier I G � � �

f�x� � F ���F ���� �
�

�

Z
�

�

Fs��� sin�x d� � � Fourier I G � � �
���

Fourier � � " Parseval	s J K L MZ
�

�

f ��x� dx �
�

��

Z
�

��

jF ���j� d� �
�

N O 
 P Q A R � S T U V W X � � � � Y �������
�����

F ��� �
�p
��

Z
�

��

f�x�ei�x dx � Fourier � � �

f�x� �
�p
��

Z
�

��

F ��� ei�x d� � � Fourier � � �

���

C f �x� 
 D � � E�������
������

Fc��� �

s
�

�

Z
�

��

f�x� cos�x dx � Fourier F G � � �

f�x� �

s
�

�

Z
�

��

Fc��� cos�x d� � � Fourier I G � � �

���

C f �x� 
 H � � E�������
������

Fs��� �

s
�

�

Z
�

��

f�x� sin�x dx � Fourier F G � � �

f�x� �

s
�

�

Z
�

��

Fs��� sin�x d� � � Fourier I G � � �

�
�
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         海洋大學河海工程學系   工程數學（二）－補救教學練習考 10   姓名： 

                                                                  學號： 
 

                                                                       Small test 08-10.doc 魯蛋製 
 

1.
,

( )
0,

te if b t c
f t

otherwise

⎧ < <
= ⎨
⎩

, 試求其傅立業轉換。 

 

 

 

 

2. 試利用上題結果，及尺度變換性質，求 ( ), ( 0)f at a > 之傅立業轉換。 

 

 

 

 
 
 
 

3.
6, 2 2

( )
0,

x
f t

otherwise

− ≤ ≤⎧
= ⎨
⎩

, 
6, 3 7

( )
0,

x
g t

otherwise

≤ ≤⎧
= ⎨
⎩

, 試利用 ( )f t 的傅立葉轉換，及平

移性質，求 ( )g t 的傅立業轉換。 
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         海洋大學河海工程學系   工程數學（二）－補救教學練習考 10   姓名： 

                                                                  學號： 
 

                                                                       Small test 08-10s.doc Yu 製 
 

1.
,

( )
0,

te if b t c
f t

otherwise

⎧ < <
= ⎨

⎩
, 試求其傅立業轉換。 

( )(1 ) (1 ) (1 ) (1 )1 1
( )

1 1

cc c
t i t t i t t i c i b i

bb b

F e e dt e dt e e e
i i

ω ω ω ω ωω
ω ω

− − − − − −= = = = −
− −∫ ∫  

 

2. 試利用上題結果，及尺度變換性質，求 ( ), ( 0)f at a > 之傅立業轉換。 

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )1 1 1 1
{ ( )} ( )

1

ω ω ω ωω
ω ω

− −  −  −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠−

c i b i c i b i
a a a aF f at F e e e e

a a a a ii
a

 

 
 

3.
6, 2 2

( )
0,

x
f t

otherwise

− ≤ ≤⎧
= ⎨

⎩
, 

6, 3 7
( )

0,

x
g t

otherwise

≤ ≤⎧
= ⎨

⎩
, 試利用 ( )f t 的傅立葉轉換，及平

移性質，求 ( )g t 的傅立業轉換。 

( )
22

2 2

22

6 6 12
{ ( )} 6 sin(2 )i t i t i iF f t e dt e e e or

i i
ω ω ω ω ω

ω ω ω
− − −

−−

−
= = = −∫  

( )5 3 7 56 12
{ ( )} { ( 5)} { ( )} sin(2 )i i i iF g x F f x e F f x e e or e

i
ω ω ω ωω

ω ω
− − − −= − = = −  

 

208



國立台灣海洋大學 河海工程學系 2B 工程數學（二）

【工程數學（二） 補救教學第十次課堂小考 小老師-李家瑋】 SK 製表

若  ( ) ( )f t F F 且  ( ) ( )g t G F ，捲積（, convolution）定義為

( ) ( ) ( ) ( )f t g t f u g t u du




  

可得證  ( ) ( ) ( ) ( )f t g t F G  F 。

今定義 correlation 為

( ) ( ) ( ) ( ) ( )c t f t g t f u g t u du




  

(1) Plot ( )c t versus t

(2) 試問  ( ) ( )f t g tF 與原函數（ ( ), ( )f t g t ）作傅力葉轉換（ ( ), ( )F G ）之

關係。
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國立台灣海洋大學    河海工程學系 2B    工程數學（二）     

【工程數學（二）  補救教學第十一次課堂小考解答   小老師-李家瑋】       SK 製表 

若 { }( ) ( )f t F ω=F 且 { }( ) ( )g t G ω=F ，捲積（∗ , convolution）定義為 

( ) ( ) ( ) ( )f t g t f u g t u du
∞

−∞

∗ = −∫  

可得證 { }( ) ( ) ( ) ( )f t g t F Gω ω∗ =F 。 

今定義 correlation 為 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )c t f t g t f u g t u du
∞

−∞

= = +∫  

 試問 { }( ) ( )f t g tF 與原函數（ ( ), ( )f t g t ）作傅力葉轉換（ ( ), ( )F Gω ω ）之關係。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )c t f t g t f u g t u du
∞

−∞

= = +∫  

令 ,u v du dv= − = −  

可將上式寫成 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c t f t g t f v g t v dv f t g t
∞

−∞

= = − − = − ∗∫  

所以 { } { }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t g t f t g t F Gω ω= − ∗ = −F F  

若改成 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c t g t f t g u f t u du
∞

−∞

= = +∫  

所以 { } { }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g t f t g t f t G Fω ω= − ∗ = −F F  

( ) ( )f t g t  與 ( ) ( )g t f t  分別對 t作圖，互為對 y 軸的鏡射。 

 

 

 

1 0 
t 

te−
1 

1 

t 

( )f t  ( )g t

互為共軛，所以 ( ) ( )f t g t 與

( ) ( )g t f t 為對 y 軸的鏡射。 
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國立台灣海洋大學  河海工程學系 2B   工程數學（二）陳正宗終身特聘教授 

工數第二次大考(Fourierseries,integral,transform)09:20-12:00 

日期：2008 年 5 月 22 日 姓名：            學號：             

 
 
 
 
 
 
 
1  Fourier series (real base) and summation application (period not 2 ) 

(1) Expand )(1 xf  into Fourier series. (10 %) 

(2) Expand )(2 xf  into Fourier series. (10 %) 

(3) Determine 


1
2

1

n n
 by using (1) and (2), respectively. (10 %) 

2. Consider   xxxf ,)(  (period  2 ) 

(a) Determine whether the function f  is even, odd, or neither (5 %) 

(b) Find the Fourier series of f  on the given interval ),(-   (10 %) 

(c) Find the values that the series will converge at 
 ,2/0,,-x

 (10 %)  (converge in the 

mean) 

(d) Use the result of (b) to find  
1 1 1

1- - ... ?
3 5 7
    (10 %) 

3. Given 1, (0, )
( )

0, ( , 2 )

t
f t

t


 


  
 and ( ) ( 2 )f t f t   .  

(a) Find ( )f t  by using the complex Fourier expansion. (10 %) 

(b) Plot the frequency spectrum of  nc  versus n. (10 %) 

(c) , ,...,0,...nc n    , real, imaginary or complex, why ? (5 %) 

4. Given 1, 0
( )

0,

t
g t

otherwise
 

 


 .  

(a) Find the Fourier integral of g(t), i.e, ( ) ( ) i tG g t e dt
 


   (10 %) 

(b) Plot the frequency spectrum of imaginary part of ( )G    versus   (5 %) 

(c) ( )G   is real, imaginary or complex, why ? (5 %) 

5. Please point out the difference between Fourier series and Fourier integral. (10 %) 
 

Mid2008-test2.doc Chen J T 製表 

2
1 )( xxf   

x
1 -1  2 3 -2 -3 

1 

-1 1 -2 2 -3 3
-

xxf )(2   

x 
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國立臺灣海洋大學          河海工程學系 2B             工程數學(二) 
 

授課教授 陳正宗 終身特聘教授    工程數學(二)             第二次期中考(S).doc 桀 製 

 
1 

1 

(1) 

1 0 n n
n=1

p

0 -p

p

n -p

p

n -p

n n
f ( x ) a + {a cos x+b sin x}

p p

1
a = f(x)dx

2p

1 n
a = f(x)cos xdx

p p

1 n
b = f(x)sin xdx

p p

 









 

 

 



















偶函數 0nb   

1

2

0 n n
n=1

n

n=1

n n
f ( x ) a + {a cos x+b sin x}

p p

1 4
(-1) cos(n x)

3 (n )

 










 

  




 

(2) 

2 0 n n
n=1

p

0 -p

p

n -p

p

n -p

n n
f ( x ) a + {a cos x+b sin x}

p p

1
a = f(x)dx

2p

1 n
a = f(x)cos xdx

p p

1 n
b = f(x)sin xdx

p p

 









 

 

 



















奇函數 00 na a   

2 0 n n
n=1

n

n=1

n n
f ( x ) a + {a cos x+b sin x}

p p

-2
(-1) sin(n x)

n

 










 

 




 

(3) 

1 2

2

1 n

n=1

n=1

1 4
f ( ) (-1) cos(n )

3 (n )

1 4

3 (n )












   

  




  

p 2 2 2 2

2 0-p
1

1
3

2
1

-1

[ ( ) ] p[2( ) [( ) ( )]

x 4

3 (n )











   

    





n n
n

n

f x a a b
 

2

1

1

62
n n





                      
2

1

1

62
n n





  
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國立臺灣海洋大學          河海工程學系 2B             工程數學(二) 
 

授課教授 陳正宗 終身特聘教授    工程數學(二)             第二次期中考(S).doc 桀 製 

 
2 

2. 

(a) 

→ 非奇非偶 

(b) 

0 n n
n=1

p

0 -p

p

n -p

p

n -p

n n
f ( x ) a + {a cos x+b sin x}

p p

1
a = f(x)dx

2p

1 n
a = f(x)cos xdx

p p

1 n
b = f(x)sin xdx

p p

 







 

 

 



















 

0 n n
n=1

n

n=1

n n
f ( x ) a + {a cos x+b sin x}

p p

-2
+ (-1) sin(nx)

n

 







 

 




 

(c) 

2

2 +0
f ( )

2

f ( 0 )

3
f ( )

2

2 +0
f ( )

2

 


 

 

  






 

 

(d) 

2

2
2

n

n=1

2m-1

m=1

m+1

m=1

-2 n
f ( ) + (-1) sin( )

n 2

n=2m-1

-2 (2m-1)
+ (-1) sin( )

2m-1 2

f ( ) 1 1 1 1
(-1) 1- + - +....=

2m-1 3 5 7 4

 



  







 


 


  







→僅奇數有值 

(x)f  

  

x+

x
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國立臺灣海洋大學          河海工程學系 2B             工程數學(二) 
 

授課教授 陳正宗 終身特聘教授    工程數學(二)             第二次期中考(S).doc 桀 製 

 
3 

3. 

(a) 







 





ni t
p

n
n=-

n-i tp
p

n -p

p

0 -p

f ( t ) c e
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 Laplace transform 

拉式轉換定義 Laplace transform 之 mathematica 語法(I) 

一般函數的 Laplace transform 

Laplace transform 的庫存函數(影

片) 

Laplace transform 之 mathematica 語法(II)  

根號 t 與根號 t 分之一的 Laplace 

transform 

Laplace transform 之 mathematica 語法(III) 

共振問題 Laplace 的 Ys 解法 台大考題  

激發、拍擊與共振問題的 Laplace 

transform 

褶積應用-(方形波)  

  

Laplace transform 解 ODE(張毓

玲)  

Bessel function 的 Laplace transform 

  

摺積應用-(半正弦波) 

一些算例 

  

Laplace Transform-1 (補充性質) 雙重積分轉換(Method1-2)  (Method3) 

Laplace Transform-2 

重積分變換 

  

兩函數的 convolution 與 correlation

在Laplace與 Fourier轉換後的結果 

  

Laplacee transform and Fourier 

transform 的一些性質  

  

YouTube 學習影片 

                                                   1.Laplace Transform 

                                                   2.第一平移定理 

                                                   3.第二平移定 理 

                                                   4.Laplace transforms + ODEs 

http://www.youtube.com/watch?v=DXK0kbrUujM�
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                                                   5.Laplace Transform－Convergence of Laplace transform (交通大學機械系白明憲教授) 

  

國內外好站連結 

取自 陳自雄博士教學公開網頁 拉氏轉換 

取自 陳自雄博士教學公開網頁 拉氏轉換之應用 

建議叢書區 

書名 作者 出版社 年代 

Operational Mathematics (.jpg) 
 Churchill, 

Ruel Vance  
McGraw-Hill 1980 

Distribution Theory and Transform 

Analysis 
A.H.Zemanian 

DOVER 

PUBLICATIONS 
1965 

The Use of Integral Transforms 
Ian N. 

Sneddon 
McGraw-Hill 1972 

Complex Variables and the Laplace 

Transform for Engineers 

Wilbur R. 

LePage 

DOVER 

PUBLICATIONS 
1961 
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拉氏轉換定義 

 

若函數 f(t)對所有 t≧0 皆有定義,則 f(t)的拉氏轉換記為𝓛𝓛[f(t)]。 

⊙𝓛𝓛[𝐟𝐟(𝐭𝐭)] = 𝐅𝐅(𝐬𝐬) = ∫ 𝐟𝐟(𝐭𝐭) 𝐞𝐞−𝐬𝐬𝐬𝐬𝐝𝐝𝐝𝐝∞
𝟎𝟎  

  ℒ[f(t)] = F(s) ⟺ℒ−1[F(s)] = f(t) 
                      反拉氏轉換 

 

基本函數之拉氏轉換 

 

◎指數函數:eat  

𝓛𝓛[eat ] = ∫ eat  ∞
0 e−st dt  

       = ∫ e−(s−a)t∞
0 dt 

      = −1
s−a e−(s−a)t|0

∞  

      = 1
s−a 

◎三角函數:sin(bt)及 cos(bt) 

 

(1)利用分部積分法 

 𝓛𝓛[sin(bt)] = ∫ sin(bt) e−stdt
∞

0
 

  
by 分部積分
�������� = e−st

(−s)2+b2 [(−s)sin(bt)− bcos(bt)] |0
∞  

          = − e0

(−s)2+b2 [−bcos(0)] 

          ⇒𝓛𝓛[sin(bt)] = 
b

s2+b2 

 同理可得 

 𝓛𝓛[cos(bt)] =  
s

s2+b2 
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(2)利用尤拉公式 

 

 

 

① + ②: cosθ = e𝒾𝒾θ + e−𝒾𝒾θ
2  

①−②: sinθ = e𝒾𝒾θ − e−𝒾𝒾θ
2𝒾𝒾  

 

⇒ ℒ[sin(bt)] = ℒ[
e𝒾𝒾bt − e−𝒾𝒾bt

2𝒾𝒾 ] 

           = 1
2𝒾𝒾

{ℒ[e𝒾𝒾bt] − ℒ[e−𝒾𝒾bt] 

           = 1
2𝒾𝒾

[ 1
s−𝒾𝒾b

− 1
s+𝒾𝒾b

] 

          = 1
2𝒾𝒾

(s+𝒾𝒾b)−(s−𝒾𝒾b)
(s−𝒾𝒾b)(s+𝒾𝒾b)

 

         = 1
2𝒾𝒾

 2𝒾𝒾b
 s2+b2 = b

s2+b2 

 

ℒ cos(bt)交給同學幫忙~ 

 

◎雙曲線函數:sinh(at)及 cosh(at) 

定義:�
sinh(at) = eat −e−at

2

cosh(at) = eat +e−at

2

� 

(1)ℒ[sin h(at)] = ℒ[eat−e−at

2
] 

             = 1
2

{ℒ[eat ] − ℒ[e−at ]} 

             = 1
2

[ 1
s−a

− 1
s+a

] 

             = 1
2

[(s+a)−(s−a)
(s−a)(s+a) ⇒ ℒ[sinh(at)] = a

s2−a2 

e𝒾𝒾θ = cosθ + 𝒾𝒾 sinθ⋯⋯  ① 

e−𝒾𝒾θ = cosθ − 𝒾𝒾 sinθ⋯⋯② 
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(2)同理可得ℒ[cosh(at)] = 
s

s2−a2 

 

◎多項式函數:tn  

  預備知識:Gamma 函數�
定義: Γ(n) = ∫ tn−1 ∙ e−t∞

0 dt

性質: Γ(n + 1) = n ∙ Γ(n)
� 

ℒ[tn] = ∫ tn  e−st dt∞
0  ,令 st = u  ∴ t = u

s
 , dt = du

s
   

⇒ ℒ[tn] = � (
u
s

)n e−u
∞

0

du
s

 

       = 1
sn +1 ∫ un∞

0 e−u du 

      = 1
sn +1 ∫ u(n+1)−1∞

0  e−u du 

      = 1
sn +1 Γ(n + 1) 

by  Gamma 性質
������������ ℒ[tn] = n Γ(n)

sn +1 = n∙Γ(n−1+1)
sn +1  

                = n(n−1) Γ(n−1)
sn +1 = n(n−1)Γ(n−2+1)

sn +1  

              = n(n−1)(n−2) Γ(n−2)
sn +1 = n(n−1)(n−2) Γ(n−3+1)

sn +1  

              = n(n−1)(n−2)⋯⋯(2)(1)��������������� Γ(1)
n！

sn+1  

          ⇒Γ(1) = ∫ t0∞
0  e−tdt = −e−t |0

∞ = 1 

          ∴ ℒ[tn] = 
n!

sn+1 
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參考解答 

 
1. Find the Laplace transform of y(t). 

Table 1: Mapping for the Laplace transform 
f(t) p1(t) p2(t) p3(t) p4(t) p5(t) p6(t) p7(t) p8(t) p9(t) p10(t) 
F(s) (1) (2) (4) (7) (9) (6) (3) (5) (10) (12) 

 Time function, f(t)   

1)(1 =tp  
)cos()(2 ttp =  
)sin()(3 ttp =  

)cos()(4 tttp =  
)sin()(5 tttp =  

tetp =)(6  
)cosh()(7 ttp =  
)sinh()(8 ttp =  

)cosh()(9 tttp =  
)sinh()(10 tttp =  

 

 s function, F(s)   

 

(1) 
s
1  (7) 

22

2

)1(
1

+
−

s
s  

(2) 
12 +s

s
 (8) 

22 )1( +s
s  

(3) 
12 −s

s
 (9) 

22 )1(
2
+s
s  

(4) 
1

1
2 +s

 (10) 
22

2

)1(
1

−
+

s
s  

(5) 
1

1
2 −s

 (11) 
22 )1( −s

s  

(6) 
1

1
−s

 (12) 
22 )1(

2
−s
s  
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Å
CÉ½¸×ç´½	˙çÍ 2001 	˙bç (ù) ƒ2–…�…g�²

1. Find the Laplace transform of
√

t and 1√
t
,

L{f(t)} =

∫ ∞

0

f(t)e−stdt

(a). Method 1:
Set L{√t} = P (s),L{ 1√

t
} = Q(s) ,

L{p(t)} = P (s) ⇒ L{p′(t)} = s[P (s)]− p(0), p(t) =
√

t

L{q(t)} = Q(s) ⇒ L{tq(t)} = −(Q′(s)), q(t) =
1√
t

we have

L{
√

t} = P (s) ⇒ L{ 1

2
√

t
} = s[P (s)]−

√
0 =

1

2
Q(s)

L{ 1√
t
} = Q(s) ⇒ L{t 1√

t
=
√

t} = −(Q′(s)) = P (s)

⇒ s[−Q′(s)] =
1

2
Q(s)

By solving the 1st order ODE for Q(s), we have

⇒ Q(s) =
k√
s
, P (s) =

k

2s3/2
, k ∈ constant

Gamma function:

Γ(n) =

∫ ∞

0

tn−1e−tdt

if s = 1

L{t 1
2} =

∫ ∞

0

t−
1
2 e−stdt =

∫ ∞

0

t−
1
2 e−tdt = Γ(

1

2
)

set t = v2, dt = 2v dv

Γ(
1

2
) =

∫ ∞

0

e−v2

dv

if
∫ ∞

0

e−x2

dx = C,

∫ ∞

0

e−y2

dy = C

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(x2+y2)dxdy = C2

220



and x = rcosθ, y = rsinθ

⇒
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(x2+y2)dxdy =

∫ π/2

0

∫ ∞

0

e−r2

rdrdθ = −1

2
er2|∞0 =

π

4
= C2

⇒
∫ ∞

0

e−x2

dx = C =

√
π

2

⇒ Γ(
1

2
) =

√
π

2
, k =

√
π

⇒ Q(s) =

√
π

s
, P (s) =

√
π

2s3/2

(b). Method 2:

Hint :

∫ ∞

0

e−x2

dx =
1

2

√
π

Set x2 = ts

⇒ 2x dx = s dt ⇒ dx =
s

2x
dt

⇒
∫ ∞

0

e−x2

dx =

∫ ∞

0

e−st s

2x
dt

=

∫ ∞

0

e−st s

2
√

ts
dt =

√
s

2

∫ ∞

0

1√
t
e−stdt =

1

2

√
π

⇒
∫ ∞

0

1√
t
e−stdt =

√
π

s

⇒
∫ ∞

0

√
te−stdt =

√
π

2s3/2

½×´	Í 2001 	˙bç (ù) ƒ2 by Chen for Laplace transform
æf:Laplace.ctx �f: May/09/’01
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( )
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t t
f t

otherwise
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Laplace transform 的庫存函數 

 

 
f ( t )   F ( ) s  

 
1 
 

 
1 

1
s  

 
2 

t  
2

1



s

 

 
3 

2t  
 2s  

 
4 0 1 2( n , , ..)      nt  

 n+1

n!

s
 

 
5 e at

 
1

a


 s

 

 
6 

cos( t)  
22

s

s
 

 
7 

sin( t)  
2


2s

 

 
8 
 

cosh(at)  
2a  2

S

s
 

 
9 

sinh(at)  
2 2

a

s a
 

 
10 e  atcos( t)  

2


 2

s-a

(s-a)
 

 
11 e  atsin( t)  

2 2( )


 s-a
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班級：_____________學號：______________姓名：______________ 

國立台灣海洋大學河海工程學系工程數學(二) 2B班第二次小考 
參考解答 

1. 給定一常微分方程式, 
  )sin()()( ttyty =+′′                               (1) 

初始條件為 0)0(,0)0( == yy & ，試用 Laplace 轉換求解 )(ty . (50%) 
ANS 
將(1)式做拉式轉換 

1
1)()0()0()(

2
2

+
=+−−

s
sYysysYs &  

整理可得 ]
)1(
1

1
1[

2
1

)1(
1)(

22

2

222 +
−−

+
=

+
=

s
s

ss
sY  

因此逆轉換可得 )]cos()[sin(
2
1)( tttty −=  

 
 
2. 將一常微分方程式, 

0)(6)(4)(2 =+− tytyttyt &&&                          (2) 
做 Laplace轉換，則 
(1) Y(s)需滿足何式？(10%) 
(2) 上式是多項式或微分方程式？(10%) 
(3) 求解 Y(s)。(15%) 
(4) 求解 y(t)。(15%) 
ANS 
L )(2)(4)()}({ 22 sYsYssYstyt +′+′′=&&  
L )]()([)}({ sYsYstyt +′−=&  
L )()}({ sYty =  
 
(1) 0)(12)(8)(2 =+′+′′ sYsYssYs  
(2) 微分方程式。 
(3) 4

2
3

1)( −− += scscsY  
(4) 3

4
2

3)( tctcty +=  
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(1)G.E 
 
CC
( ) ( ) sin′′ + =x t x t tω ϖ2  

ω：natural frequency of system 
ϖ：exciting frequency 

I.C:x x( ) ( )0 0         0 0= ′ =  
 
Taking Laplace transform, we have 

X s
s s

( )=
+ +
1
2 2 2 2ω

ϖ
ϖ

 

X s
as b

s

cs d

s
( )=

+
+

+
+
+2 2 2 2ω ϖ

 

決定四個未定係數(a,b,c,d) 

a c

b d

a b

b d

+ =
+ =

+ =

+ =











0
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ω ϖ
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⇒ = = =
−
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=
−

a c b d0 0 
2 2 2 2

, , ,    
ϖ

ϖ ω
ϖ

ϖ ω
 

∴ =

−
−
+
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+

X s
s s

( )

ϖ
ϖ ω

ϖ

ϖ
ϖ ω ω

ω

ω

2 2

2 2

2 2

2 2

1

 

(2) 

 
x t t t

t t

( ) sin sin

[ sin sin ]

=
−
−

+
−

−

1
2 2 2 2ϖ ω

ϖ

ϖ
ω

ϖ ω
ω

ω ϖ ω
ϖ ω ω ϖ         =

1

( - )2 2

 

(3) 
ω ϖ→   set ϖ ω ε= +  

∴ ⋅
+

+ − +

⋅
⋅

+ − ⋅ − ⋅

⋅ − ⋅

⋅ −

→

x t t t t

t t t t t

t t t

t t t

( )
( )

[( )sin sin( )]

[( )sin sin cos cos sin ]

[ sin sin sin ]

[sin cos ]

=
1 1

( - )

           =
1

           =lim

           =
1

2

0

2

ω ϖ ω ϖ ω
ω ε ω ω ω ε

ω ε ω
ω ε ω ω ω ε ω ω ε

ω ε
ε ω ω ω ε

ω
ω ω ω

ε

1
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1

2

1
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(4)check x x( ) ( )0 0         0 0= ′ =  
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滿足初始條件，亦滿足非齊次微分方程式，即合外力項之解，故為全解。 

 
(5) 

Case1: 

ϖ ω
ω ϖ ω ϖ ω

ϖ ω ω ϖ≠ → ⋅
+

−x t t t( )
( )

[ sin sin ]=
1 1

( - )
  

Case2:Beating 

ϖ ω
ω ε

ε ω ω ω ε

ω
ω ω ω

ε
ε

≈ → ⋅ − ⋅

⋅ −

→
≠

x t t t t

t t t

( ) [ sin sin sin ]

[sin cos ]

=lim

                      =
1

2

0
0

2

1

2

1
2

 

Case3:Resonance 

ϖ ω
ω

ω ω ω= → ⋅ −x t t t t( ) [sin cos ]= 
1

2 2
 

 
Case1:ω π ϖ π= =2 4    ,  
 
 
Case2:ω π ϖ π= =2 199    , .  

 
 
Case3:ω π ϖ π= =2 2    ,  

 
 
(6)Set ϖ ω= , Solve by Laplace transform 

x t
s s

s

s

s

( )
( )

[
( )

]

=
+

= ⋅

+
−

+

ω
ω

ω
ω ω

ω ω ω

2 2 2
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2

2 2 2

1

1
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1
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Using  

      L t
s

[sin ]ω ω
ω

=
+2 2

         L t
s

s
[cos ]ω

ω
=

+2 2
 

     L t t
s

s
[ sin ]

( )

( )
( )ω ω

ω
=

−
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⋅ −
2
1

2 2 2
  L t t

s

s

s
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1 2
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+
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1
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] cos sin
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ω
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x t t t t t

t t t

( ) { [ cos sin ] sin }

[sin cos ]

= − + + ⋅

−

1

2

1 1 1ω
ω

ω
ω

ω
ω

ω
ω ω ω         =

1

2 2

 

和前面假設不同，做出後x(t)，再以ϖ→ω逼近，所得結果相同。 

 
 
 
另以迴旋積分(Convolution)求解 

X s
s s
L t L t

( ) ( ) ( )

[sin ] [sin ]

= ⋅
+

⋅
+

ω
ω ω
ω ω

1 1
2 2 2 2
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−
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1

用Laplace transform 解ODE
指導學長:林羿州

報告者:張毓玲

日期:2008/06/16

求常微分方程式求常微分方程式

   

   

   

   
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2 2 2

1
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s
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t
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u
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u t t

u t t du

u t
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u

t u

u
t t

t t t

     

    

 

 
  

 

 
   

 

 

 
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     siny t y t t  
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 
     

     
    

    

2
2

2 2 22

1
0 0

1
1 1 1

1 11
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sin sin
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2

求常微分方程式求常微分方程式

     2 4 6 0t y t ty t y t   

用Laplace transform 解ODE.doc 張毓玲 製表

求常微分方程式求常微分方程式

  
    
 

  

2 2

2

2

2 2

2

2

( ) 4 ( ) 2 ( )

( ) 0 0
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( ) 4 ( ) 2 ( )

L t y t s Y s sY s Y s

dt s Y s sy y
ds
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s Y s sY s Y s

   
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   
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求常微分方程式求常微分方程式
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
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Laplace transform 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

t s 
Real world Laplace domain 
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=

+ 2    

( )y t  ( )Y s  
( )y t′  ( )s Y s  
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                Laplace transform 的性質.doc   2008/06/09      小江製  
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參考解答 

 
1. In the course, we determine L )}({ 0 tJ  by considering 

0)()()( 0
2

00
2 =+′+′′ tJttJttJt  (1) 

If we change Eq.(1) into 

0)()()( 000 =+′+′′ ttJtJtJt  (2) 

Repeat the process and find the ODE for L )}({ 0 tJ , and L )}({ 0 tJ . 
解   令 )()( 0 tJty = , L )()}({ 0 sYtJ = 則可得  

L )()}({ 0 SY
ds
d

tJt −=′′  

L 1)()}({ 0 −=′ ssYtJ  

L 1)(2)(])([}{ 22
0 +−′−=−−=′′ ssYsYsssYs

ds
d

Jt  

因此，Eq.(2) 可變為 

⇒=+′+ 0)()()1( 2 ssYsYs    
1

)(
2 +

=
s

c
sY  

利用起始值定理可決定常數 c ( y(0)=1 ) 

⇒==
+∞→

1
12

c
s

c
im

s
l     

1

1
)(

20
+

=
s

xJ  
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範圍:拉氏轉換  班級：_____________學號：______________姓名：______________ 

國立台灣海洋大學河海工程學系工程數學(二) 2B班第一次大考解答 
1. Define zero order Bessel function )(0 tJ  which is one of the solution for 

0)()()( =++ ttytytyt &&& , (1) 

Solve L )}({ 0 tJ . (10%)   解 1. 1/1 2 +s  

2. )(0 tJ can be expressed by 

 ∑
∞

=

−=
0

2
20 )!(2

)1()(
m

m
m

m

t
m

tJ ,   解 2. ∑
∞

=
+

−
0

122)!(2
)!2()1(

m
mm

m

sm
m  (2) 

Determine the series form for L )}({ 0 tJ . (10%) 
3. Compare the solutions 1. with 2., and prove that they are the same. (10%)解 3.略 
4. By using the Laplace transform, solve the integral equation for y(t) 

  ∫ −+=
t

dyttty
0

3 )()sin()( τττ . (10%)    解 4. 53

20
1)( ttty +=  (3) 

5. Given a function f(t), 



 <<

=
otherwise  ,0

10  ,1
)(

t
tf  

determine ).(*)( tftf  (10%) 
解 5. )()(*)( tgtftf =  

  f(t) 
  
 1  
                        t 

0    1 

 

6. Given a function g(t), 

  






<<−
<<

=
otherwise   ,0

21   ,2
10   ,

)( tt

tt

tg  

  determine L )}({ tg . (10%) 

  g(t) 
 

1 
                        t 

 0   1  2 

解 6. 22 /)1( se s−−  

 

7. Given a function h(t), 
  determine L{h(t)}. (10%) 
 

解 7. 
)1(

1
2 s

s

es
e

−

−

+
−  

h(t) 
 
 1 
                        t 

 0      2     4     6 
 

 
 
 
 
 

 
8. Explain the initial and final theorems in Laplace transform. (10%) 解 8. 略 
9. Determine L )}3({ −tδ  and L )}3({ −tH , where δ  and H are the Dirac-Delta  

function and Heaviside function, respectively. (10%)  解 9. ss ese 33 )/1(, −−  

10. Determine L








−
+−

as
as

nl1 . (10%)   解 10. )(1 atat ee
t

−−  
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Laplace transform 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

t s 
Real world Laplace domain 
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班級：_____________學號：______________姓名：______________ 

國立台灣海洋大學河海工程學系工程數學(二) 2B班第三次小考 
參考解答 

 

1. ∫ ∫ ∫ ∫
∞ ∞

=
 

0 

 

 

 

 

 

 
),(),(

y

d

a

c

b
dydxyxfdxdyyxf  (1) 

Please determine a, b, c and d and plot the domain of integration on x-y plane. (50%) 
 
a=0, 
b=0, 
c=x, 
d=∞  

2. Determine )sin(*)sin( tt , where “＊” means convolution. (50%) 
解    )sin(*)sin( tt  

= ∫ −
t
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工程數學 作業ⅩⅥ  河工系 一年 B班 B92520121 高聖凱         1 

If the function ( ) sinf t t= , then try to draw that 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0f t u t u t f t u t u tπ π− − − ∗ − − −         

 
sin( )sint u udu−∫ (sin cos cos sin )sint u t u udu= −∫  

( )1 sin sin(2 ) cos 1 cos(2 )
2

t u t u du= − −  ∫  

( )1 sin sin(2 ) cos cos(2 ) cos
2

t u t u t du= + −  ∫  

( )1 cos( 2 ) cos
2

t u t du= − −∫  

1 1 sin( 2 ) cos
2 2

t u u t = − − −  
 

1 1sin( 2 ) cos
4 2

t u u t= − − −  

 

If 0 t π≤ ≤ , then sin( )sint u udu−∫
1 1sin( 2 ) cos

04 2
t

t u u t = − − − 
 

 

1 1sin cos
2 2
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1 1sin( 2 ) cos
4 2

t u u t
t

π
π

 = − − −  − 
 

1 1sin (2 )cos
2 2
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239



 
工程數學 作業ⅩⅥ  河工系 一年 B班 B92520121 高聖凱         2 
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工程數學 作業ⅩⅥ  河工系 一年 B班 B92520121 高聖凱         3 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0f t u t u t f t u t u tπ π− − − ∗ − − −        
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2012/2/10 1

兩函數的convolution與correlation

在Laplace與Fourier轉換後的結果

雅馨

指導學長：班主任&魯蛋

指導教授：陳正宗終身特聘教授

時間：2008/06/16

2012/2/10 2

兩函數的convolution與correlation
在Laplace與Fourier轉換後的結果

Laplace Fourier

convolution

correlation

     
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


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



242



2

2012/2/10 3
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Ú7Ê	˙bç@à-T“ý

HW1: Nonlinear ODE

dy

dx
= y2, y(0) = 1

Solve y(x) and plot y(x).

HW2: Stability of ODE

dy

dx
−2y = −3e−x, y(0) = y0

Solve y(x) and plot y(x) for y0 = 0.97, 1.0, 1.03.

HW3: Qualitative approach

dx

dt
= e−t− 2x

<< Graphics ‘PlotField‘

PlotVectorField[{1, Exp[-t]-2x}, {t,-2,3}, {x,-1,2}, ScaleFunction->(1&),

Axes->True, Ticks->None, Frame->True,AspectRatio->1]

HW4: Find y(x), x = 1.1, 1.2...2.0 by Euler Method for the ODE

dy

dx
= x+2y, y(1) = 0.5

HW5: Find Wronskian of ex, e−x, cosh(x).

HW6: Find Wronskian of ex, e−x, cosh(x), sinh(x).

HW7: If xp(t) = Asin(ω̄t + φ) is a particular solution for

ẍ(t)+2ξωẋ(t)+ω2x(t) = sin(ω̄t)

Find A, φ in terms of (ξ, ω, ω̄).

HW8: Find Laplace transform of 1, t, t2.

HW9: Find Laplace transform of 1/t, 1/t2.

HW10: Solve the Riccati ODE of

u′ = (1− 2x2)+xu+u2

One solution is x, find the other one by Mathematica.

½×´	ÍÏ£Š Ú7Ê	b,í@àDl�œÊ	˙,5@à
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Ú7Ê	˙bç@à-T“þ (Laplace Transform)

<< Calculus‘LaplaceTransform‘

HW1: Find Laplace transform of 1.

<< Integrate[Exp[-s t], {t,0, Infinity}]

<< LaplaceTransform[1,t,s]

<< Integrate[Exp[a t] Exp[-s t], {t,0, Infinity}]

<< LaplaceTransform[Exp[a t], t, s]

HW2: Find Laplace transform of t.

<< Integrate[t Exp[-s t], {t,0, Infinity}

<< LaplaceTransform[t, t, s]

HW3: Solve the following ODE by Laplace transform:

ẍ(t)+ω2x(t) = cos(ω̄t), if ω̄ 6= ω, or ω̄ = ω

HW4: Solve the following ODE by Laplace transform:

ẍ(t)+ω2x(t) = sin(ω̄t), if ω̄ 6= ω, or ω̄ = ω

HW5: Find Inverse Laplace Transform of s/(s2 + 64).

<< InverseLaplaceTransform[s/(s^2+64), s, t]

HW6: Find Inverse Laplace Transform of s/(s4 − 64).

<< InverseLaplaceTransform[s/(s^4 - 64), s, t]

HW7: Find L−1{dF (s)/ds}.

<< InverseLaplaceTransform[D[LaplaceTransform[f[t]],t,s],s],s,t]

HW8: Find Laplace transform for Heaviside function L{H(t− a)}.

<< Transform[UnitStep[t-a],t,s]

HW9: Find the solution by Laplace transform

y′′(t)− 5y′(t)+6y(t) = e2t

subjected to

y(0) = 1, y′(0) = −2

½×´	ÍÏ£Š Ú7Ê	b,í@àDl�œÊ	˙,5@à

æf:mathom7.ctx �f:11/11/’95245



Ú7Ê	˙bç@à-T“� (Laplace Transform)

<< Calculus‘LaplaceTransform‘

<< LPT.m (* Load LPT.m *)

HW1: Define unit step function for H(t).

<< UnitStep[x_]:=If[TrueQ[x>0],1,0]/;NumberQ[N[x]]

HW2: Plot Sin[2t]UnitStep[Sin[2t]] versus t from 0 to 4π.

HW3: Take Laplace transform of Sin[2t]UnitStep[Sin[2t]].

HW4: Find Laplace transform for Heaviside function L{H(t− a)}.

<< LaplaceTransform[UnitStep[t-a],t,s]

HW5: Find Laplace transform for Dirac Delta function L{δ(t− a)}.

HW6: Find Laplace transform for
√

t.

HW7: Find Laplace transform for y(t) where

ty′′(t)+ y′(t)+ ty(t) = 0

and y(0) = 0, ẏ(0) = 1.

HW8: Find the convolution of sin(t) and sin(t).
1. ‚�Ñµ, }zÞD¨åÑµ, sAø , AW²ìæñ�

2. zÞÑµ, J 10 ÜÑŸ†, ~Hå�

3. ¨åÑµ, J 20 } ÑŸ†,5 } n�, ~UàI	œD PC Notebook�

4. ¨åÑµ, Êr‚øo,ú� ûÐ, k…Í}‡�ÔW�

5. I	œ� *sêD PC Notebook, â-ø °ç6�Äe�

½×´	ÍÏ£Š Ú7Ê	b,í@àDl�œÊ	˙,5@à

æf:mathom9.ctx �f:11/11/’95
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89下 工數(二) 第一次期中考     90/3/29 

1. Find 








+
+ −− se

ss
sL 3

2
1

)1(
3             (12%) 

Hint :   , [ ] 0)( 0
stettL −=−δ [ ] 01)( 0

ste
s

ttHL −=−  

2. For the following 1st order O.D.E 

323
432

d
d

++−
−+

=
yx

yx
x
y  ,        (2) 

use the method specified below to solve the general solution. 
(No credit for other methods.) 
(a)  Use a transformation, (x,y)→(X,Y), so that equation (2) becomes a homo- 

geneous equation. Then solve this homogeneous equation with Y= vX    (9%) 
(b) Solve equation (2) as an exact equation (if not exact, find the integrating factor). 

If the solution passes (x, y) = (1, 1), write down the specific solution.   (12%) 
 
3. Find the general solutions for the following ODEs : 

(a) 2

2

d
d
x

y  + 9y = x cos x            

 (16%) 

(b) 
x
y

x
y

x
y

d
d

d
d

d
d

2

2

3

3
++  + y = sin 2x + cos 3x        (17%) 

4. For the boundary value problem          (20%) 

x
x

y 2
d
d

2

2
= ,  y(0) = 2,  y(1) = 0, 

(a) Formulate the Green’s function G(x, z) : 
(a1) governing equation  (a2) boundary condition 
(a3) jump condition   (a4) continuity condition 

(b) Find G(x, z) 
(c) Write the solution y(x) in terms of the Green’s function G(x, z). 

 
5. Solve the initial value problem           (14%) 

te
t
y

t
yy

t
y

t
yy −=






+






 ++

2

2

2

3

3

d
d

d
d

d
d3

d
d , 

y(0) = 1,  0)0(
d
d)0(

d
d

2

2
==

t
y

t
y , 

for y(t). 
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1. 5 6 2 , (0) 0, (0) 0ty y y e y y′′ ′ ′− + = = =  

求 ( ) ?y t = 請用上學期學過的方法，以及 Laplace transform。 

 

 

 

2. 2sin , (0) 0, (0) 0y y t y y′′ ′− = = =  

求 ( ) ?y t = 請用上學期學過的方法，以及 Laplace transform。 
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1. 5 6 2 , (0) 0, (0) 0ty y y e y y′′ ′ ′− + = = =  

求 ( ) ?y t = 請用上學期學過的方法，以及 Laplace transform。 

(1) 令

2 3
1 2

2 3
1 2( )

t t
h

t
p

t t t

y c e c e
y e

y t c e c e e

−

−

= +

=

=> = + +
      

(2) 

2

2

2

2

1 2 3

[ ''] 5 [ '] 6 [ ] 2
2( ) (0) '(0) 5[ ( ) (0)] 6 ( )

1
2( ) 5 ( ) 6 ( )

1
2( 5 6) ( )

1
2

1( )
( 5 6)

2
1

2 3 1
1

( ) [ ( )] 2

t

t t t

L y L y L y e

s Y s sy y sY s y Y s
s

s Y s sY s Y s
s

s s Y s
s

sY s
s s

A
A B C B

s s s
C

y t L Y s e e e−

− + =

− − − − + =
−

− + =
−

− + =
−

−=
− +

= −
= + + =− − −  =

= = − + +  

 

 

1

2

2
1

c
c
= −

 =
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2. 2sin , (0) 0, (0) 0y y t y y′′ ′− = = =  

求 ( ) ?y t = 請用上學期學過的方法，以及 Laplace transform。 

(1) 令 1 2 , sin cost t
h py c e c e y A t B t−= + = +  

   1 2( ) sint t
h py t y y c e c e t−=> = + = + −    

1

2

1
2

1
2

c

c

 = −

 =


 

(2) 

2

2
2

2
2

2 2 2

1

2[ ''] [ ]
1

2( ) (0) '(0) ( )
1

2( )( 1)
1

2( )
( 1)( 1) 1 1 1

1 10, 1, ,
2 2
1 1( ) [ ( )] sin
2 2

t t

L y L y
s

s Y s sy y Y s
s

Y s s
s

As B C DY s
s s s s s

A B C D

y t L y s e e t− −

− =
+

− − − =
+

− =
+

+
= = + +

+ − + + −

= = − = − =

= = − + −
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第十三次小考 

1. Solve particular solution (use Laplace transform) 

(1)y′ − y = et, no initial condition 

 
 
 
 
 
 

(2) Solve the total solution 

y′ − y = et                 y(0) = 0              y′(0) = 1 
 
y′ − y = et                 y(0) = 1               y′(0) = 0 
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第十三次小考 

1. Solve particular solution (use Laplace transform) 

(1)y′ − y = et, no initial condition 

⟹ ℒ[y′ ] − ℒ[y] = ℒ[et] 

sY(s) − y(0) − Y(s) =
1 

s − 1
       y(0) = k   (constant) 

(s − 1)Y(s) =
1

s − 1
+ k 

Y(s) =
1

(s − 1)2 +
k

s − 1
 

= −
d
ds
�

1
s − 1

� +
k

s − 1
 

∴ y(t) = ℒ−1[Y(s)] = tek + ket  

 

 

(2) Solve the total solution 

y′ − y = et                 y(0) = 0              y′ (0) = 1 

 

y′ − y = et                 y(0) = 1               y′ (0) = 0 

 

(1)I.C.S.  y(0) = 0          (1) 

                               ⟹ Y(s) = 1
(s−1)2 

                           ⟹ y(t) = tet  

(2) I.C.S.  y(0) = 1          (2) 

                               ⟹ Y(s) = 1
(s−1)2 + 1

(s−1)
 

                           ⟹ y(t) = tet + et  
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國立台灣海洋大學  河海工程學系 2B   工程數學（二）陳正宗終身特聘教授 

日期：2008 年 6 月 19 日 姓名：            學號：          Mid2008-test3.doc Chen J T 製表 

工數第三次大考(Fourier and Laplace transform) 09:20-12:00 

1. 拉氏轉換: 
0

( ) ( ) ( )stF s L f e f t dt


       拉氏反轉換: 1 1
( ) ( ( )) ( )

2

i
st

i

f t L F s F s e ds
i





 


 

    

2. Laplace transform table: 

 f(t) F(s)  f(t) F(s) 

1 1 1

s
 

7 cos( )t  
2 2

s
s 

 

2 t  
2

1

s
 

8  sin t  
2 2s



 

3 2t  
3

2!

s
 

9 cosh( )at  
2 2

s
s a

 

4 ( 0,1,2,...)nt n   
1

!
n

n
s   

10 sinh( )at  
2 2

a
s a

 

5 ( 0)at a   
1

( 1)
a

a
s 

 
 

11 cos( )ate t  

 2 2

s a
s a 



 
 

6 ate  1

s a
 

12  sinate t  

 2 2s a


 
 

3. 第一平移定理，s-平移 ( ( )) ( )atL e f t F s a   

4. 微分的拉氏轉換: 2( ) ( ) (0), ( ) ( ) (0) (0)L f sL f f L f s L f sf f        

5. 積分的拉氏轉換: 
0

1
( ) ( )

t

L f d F s
s

 
 

 
 
  

6. 階梯函數的拉氏轉換: ( ( ))
aseL u t a

s



   

7. 第二平移定理，t-平移  { ( ) ( )} ( )asL f t a u t a e F s    

8. Dirac 衝擊函數的拉氏轉換: ( ( )) asL t a e    

9. 摺積定義: ( * )( ) ( ) ( )f g t f g t d  




   

10. correlation 定義: ( )( ) ( ) ( )f g t f g t d  




   

11. 摺積的拉氏轉換:  ( * )( ) ( ) ( )L f g t F s G s  

12. 摺積的傅立葉轉換:  ( * )( ) ( ) ( )F f g t F G   , 
22 1

( ) ( )
2

f t dt F d 


 

 
   

13. correlation 的傅立葉轉換:  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )F f g t F G F G          

14. 拉氏轉換的微分: ( ( )) ( )L tf t F s  ，拉氏轉換的積分  ( )
( )

s

f tL F s ds
t



     
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1
( )f t

t


1  
0

( , ) ( , )
c d

y a b

f x y dxdy f x y dydx
 

       

 
(a) Please determine a, b, c and d, where the domain of integration is shown. (10 %) 

(b)      
1

1

0 0

( ) ( )
xx f

e

f d dx f d  Please determine e, f and . (10 %) 

2. IF Laplace transform of f(t) is ( )LF s , Fourier transform is ( )fF   where f(t) is shown as  

-3 -2 -1 1 2 3
t

0.2
0.4
0.6
0.8

1

f5 t

 

  Please plot the inverse transform of 
2

1
( )

(1 ) Ls F s
e

. (10 %) Please find 
2

( )fF d 


  (10 %) 

3. Given f(t)=g(t)=1, -1<t<1, otherwise zero, please find ( * ) ( ) ( ) ( )f g f u g t u du h t




    (10 %) 

4. Given f(t)=g(t)=1, -1<t<1, otherwise zero, please find ( ) ( ) ( ) ( )f g f u g t u du c t




     (10 %) 

 

 

 

 

 

5. Find -

-
( ) ( ) i tH h t e dt




   (5%), -

-
( ) ( ) i tC c t e dt




  (5%), is it right that ( ) ( )H C  ?  Why ? (5%)  

6. If ( )f t t  and 
3/ 2

( )
2

F s
s


 , find the Laplace transform of       (10 %) 

7. Find the inverse Laplace transform: (20%) 

 (a) 
2 2

sse
s 




 (b) 

2

1

( 0.5 )s s
 (c) 

1

( 3)( 5)s s 
(d) 

 22 16

s

s 
 

8. Solve the ODE using Laplace transform (10 %) 

    
   

   

, 0 0, 0 1

, 0 1, 0 0

t

t

y y e y y

y y e y y





           

          

 

 
 

9. Transform the following ODE once and twice (10 %) 

    

 

10. Solve the ODE using the Laplace transform. (10 %) 

 

     2 4 6 0t y t ty t y t   

     cosy t y t t      ' 0 0 0y y 

x


y

-3 -2 -1 1 2 3
t

-0.5
-0.25

0.25
0.5

0.75
1

1.25
1.5

ft
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工數第三次大考(Fourier and Laplace transform) 09:20-12:00 

1. 拉氏轉換: 
0

( ) ( ) ( )stF s L f e f t dt


       拉氏反轉換: 1 1
( ) ( ( )) ( )

2

i
st

i

f t L F s F s e ds
i





 


 

    

2. Laplace transform table: 

 f(t) F(s)  f(t) F(s) 

1 1 1

s
 

7 cos( )t  
2 2

s
s 

 

2 t  
2

1

s
 

8  sin t  
2 2s



 

3 2t  
3

2!

s
 

9 cosh( )at  
2 2

s
s a

 

4 ( 0,1,2,...)nt n   
1

!
n

n
s   

10 sinh( )at  
2 2

a
s a

 

5 ( 0)at a   
1

( 1)
a

a
s 

 
 

11 cos( )ate t  

 2 2

s a
s a 



 
 

6 ate  1

s a
 

12  sinate t  

 2 2s a


 
 

3. 第一平移定理，s-平移 ( ( )) ( )atL e f t F s a   

4. 微分的拉氏轉換: 2( ) ( ) (0), ( ) ( ) (0) (0)L f sL f f L f s L f sf f        

5. 積分的拉氏轉換: 
0

1
( ) ( )

t

L f d F s
s

 
 

 
 
  

6. 階梯函數的拉氏轉換: ( ( ))
aseL u t a

s



   

7. 第二平移定理，t-平移  { ( ) ( )} ( )asL f t a u t a e F s    

8. Dirac 衝擊函數的拉氏轉換: ( ( )) asL t a e    

9. 摺積定義: ( * )( ) ( ) ( )f g t f g t d  




   

10. correlation 定義: ( )( ) ( ) ( )f g t f g t d  




   

11. 摺積的拉氏轉換:  ( * )( ) ( ) ( )L f g t F s G s  

12. 摺積的傅立葉轉換:  ( * )( ) ( ) ( )F f g t F G   , 
22 1

( ) ( )
2

f t dt F d 


 

 
   

13. correlation 的傅立葉轉換:  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )F f g t F G F G          

14. 拉氏轉換的微分: ( ( )) ( )L tf t F s  ，拉氏轉換的積分  ( )
( )

s

f tL F s ds
t



     
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

1x 
x
1x



1x 
x
1x



a

a



 

 

  

  





 

 

 

 







1

1

0 0

1

0

0

0

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

xx

x x

x

x

f d dx

f dx d

x f d

x f d

0

( )

e
f x

x 




 

 

1  
0

( , ) ( , )
c d

y a b

f x y dxdy f x y dydx
 

       

 
(a) Please determine a, b, c and d, where the domain of integration is shown. (10 %) 
Sol. 

0, 0, ,a b c d x      
 

(b)      
1

1

0 0

( ) ( )
xx f

e

f d dx f d  Please determine e, f and . (10 %) 

Sol. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x


y
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2. IF Laplace transform of f(t) is ( )LF s , Fourier transform is ( )fF   where f(t) is shown as  

-3 -2 -1 1 2 3
t

0.2
0.4
0.6
0.8

1

f5 t

 

  Please plot the inverse transform of 
2

1
( )

(1 ) Ls F s
e

. (10 %) Please find 
2

( )fF d 


  (10 %) 

Sol 
(a). 

 
 

 

(b). 
1 22 2 2 2

0 1

4
( ) 2 ( ) 2 ( (2 ) )

3
F d f t dt t dt t dt    

 

 
         

 
 
 

3. Given f(t)=g(t)=1, -1<t<1, otherwise zero, please find ( * ) ( ) ( ) ( )f g f u g t u du h t




    (10 %) 

4. Given f(t)=g(t)=1, -1<t<1, otherwise zero, please find ( ) ( ) ( ) ( )f g f u g t u du c t




     (10 %) 

 

 

 

 

 

 

Sol. 

3. 

If 2 0t   ,    
1

1

( ) 1 1 1 2
t

h t du t t



        

If 0 2t  , 

 
1

1

( ) 1 1 1 2
t

h t du t t


       

If 2t    or 2t   , ( ) 0h t   

2 , 2 0

( ) 2 , 0 2

0, otherwise

t t
h t t t

   
   



 

 

......

t

( )f t  

-3 -2 -1 1 2 3
t

-0.5
-0.25

0.25
0.5

0.75
1

1.25
1.5

ft

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
t

-0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

ht
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4.  

If 2 0t   ,  
1

1

( ) 1 1 1 2
t

c t du t t
 

        

If 0 2t  , 

 
1

1

( ) 1 (1 ) 1 2
t

c t du t t



      

If 2t    or 2t   , ( ) 0c t   

2 , 2 0

( ) 2 , 0 2

0, otherwise

t t
c t t t

   
   



 

 

5. Find -

-
( ) ( ) i tH h t e dt




   (5%), -

-
( ) ( ) i tC c t e dt




  (5%), is it right that ( ) ( )H C  ? Why ?(5%)  

Sol: 
方法一:  

 a. 
2 , 2 0

( ) 2 , 0 2

0, otherw ise

t t
h t t t

   
   



     

 
   

-

-

0 2- -

2 0

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2

2

( ) ( )

2 2

1 2 1 2
(1 ) (1 )

1 1
(1 ) (1 )

2 ( )

i t

i t i t

i i

i i

i i

H h t e dt

t e d t t e d t

e e
i i

e e

e e



 

 

 

 



   

 















 

   

              

   

 



 

 

 b. 
2 , 2 0

( ) 2 , 0 2

0, otherwise

t t
c t t t

   
   



 

     

-

-

0 2- -

2 0

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2

2

( ) ( )

2 2

1 2 1 2
(1 ) (1 )

1 1
(1 ) (1 )

2 ( )

i t

i t i t

i i

i i

i i

C c t e d t

t e d t t e d t

e e
i i

e e

e e



 

 

 

 



   

 















 

   

              

   

 



   

 
 方法二: 

   

 
1

1

. ( )

( )
1

i t i t
i t

a H F G

e eF e dt
i

 


  











 
  

 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
t

-0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

ct
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1
( )g t

t


   

   

1

1

2 2

2

( )
1

2 ( )
( )

i t i t
i t

i i

e eG e d t
i

e eH F G

 


 




  









 
  

 
  

  

  

   

 

 

   

1

1

1

1

2 2

2

. ( )

1

( )
1

2 ( )
( )

i t i t
i t

i t i t
i t

i i

b C F G

e eF e dt
i

e eG e dt
i

e eC F G

 


 


 

  







  













 


   

 
  

 
   




  

 
2 2

2

2 ( )
( ) ( )

i ie eH C
 

 


 
    

 ( )f t 為偶函數 

 ( ) ( )F Fw w\ = - ，故可得證 

 

6. If ( )f t t  and 
3/ 2

( )
2

F s
s


 , find the Laplace transform of       (10 %) 

Sol. 
方法一:  

         

 

 

3

2

3

2

1 1

2 2
1

2

1

2
2

2

2

; tg t G s tg t t G s F s
t t

sG s
s

s s
ss

 

  



 

      

    


    


 

方法二: 

   

        

       

1 1

2 2

1

2
1

2 0

2 2

2

2

;f t t f t
t

f t and L f t sF s f
t

G s L f t L f t

ss s

  

  

    

     

   
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7. Find the inverse Laplace transform: (20%) 

 (a) 
2 2

sse
s 




 (b) 

2

1

( 0.5 )s s
 (c) 

1

( 3)( 5)s s 
(d) 

 22 16

s

s 
 

Sol. 
(a) 

2 2 2 2
( )

( ) ( 1)cos[ ( 1)]

s
sse sF s e

s s
f t u t t

 



  

 
   

 

 
(b) 

2

0.5

1 1 2 2
( )

0.5 ( 0.5) ( 0.5)

( ) 2 2 t

F s
s s s s s s

f t e

   
  

  

 

 
(c) 

3 5

1 1 1 1 1
( )

( 3)( 5) 8 3 8 5

1 1
( )

8 8
t t

F s
s s s s

f t e e

    
   

  
 

 
(d) 

 
2 2 1 2 2

2 2 2
22

4
[ ]1 [( 4 ) ] 1 4( ) ( 4 )

2 816

1
( ) sin(4 )

8

ds d s sF s s s
ds dss

f t t t


        



 

 

8. Solve the ODE using Laplace transform (10 %) 

    
   

   

( ). , 0 0, 0 1

( ). , 0 1, 0 0

t

t

a y y e y y

b y y e y y





          

          

 

 
 

Sol. 
(a). 

   

     

   

1
0 ,

1
1

     1
1

tL y L y L e

sY s y Y s
s

s Y s
s

     


          
 


   

 


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 
 

   

2

1

1

1

1

1

     

t

Y s
s

d
d s s

y t L Y s t e







   


         

 

        
         

 

(b).  

   

     

   

 
 

 

2

1

1
0

1
1

     1 1
1

1 1

11

1 1

1 1

tL y L y L e

sY s y Y s
s

s Y s
s

Y s
ss

d
d s s s

y t L Y









 

     


           
 


   

 
 

         
  

             
  



 
     

t ts t e e          

 

 
9. Transform the following ODE,      2 4 6 0t y t ty t y t    , once and twice (10 %) 

Sol. 

   ( )L y t Y s  

  2 2 ( ) 4 ( ) 2 ( )L t y t s Y s sY s Y s      

       ( ) 0 ( ) ( )
dL ty t sY s y Y s sY s
ds

        

     2 24 6 0 ( ) 8 ( ) 12 ( ) 0t y t ty t y t s Y s sY s Y s           

Transform twice: 
由於 Euler-Cauchy Equation 拉氏轉換兩次可以得到原來的微分方程，故可得 

2 ( ) 4 ( ) 6 ( ) 0p Y p pY p Y p     

 
10. Solve the ODE using the Laplace transform. (10 %) 
 
 

 
Sol: 

     cosy t y t t      ' 0 0 0y y 
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1
22

0 0
1

1

1
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+
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+
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+
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陳正宗  終身特聘教授，生於 1962 年，分別於 1984 年、1986 年、1994 年取得台灣大學土木工程

學系學士學位、台灣大學應力所碩士學位及台灣大學土木工程研究所博士學位。1986 至 1990 年間，

於中山科學研究院火箭飛彈系統結構部門從事結構力學計算。1994 年至海洋大學河海工程學系擔

任副教授一職，1998 年晉升為教授。2001 與 2004 年分別獲聘海洋大學第一屆優良教師與特聘教

授。2005 年獲選台大傑出校友(土木)。2007 年獲聘海洋大學終身特聘教授。2011 年獲第 55 屆教育

部學術獎(工科)與華人計算力學會士獎。主要研究領域為計算力學，曾與洪宏基教授推導出對偶積

分方程再以對偶邊界元素法求解含退化邊界的邊界值問題作出貢獻。陳正宗教授帶領海大

NTOU/MSV 研究團隊發展出四套對偶邊界元素法程式，Laplace 方程，Helmholtz 方程，修正

Helmholtz 方程與 Navier 方程，並撰寫了兩本有關邊界元素法和有限元素法的中文書籍，也曾受邀

到保加利亞（Colloquium of Numerical Analysis, 1996,1997）、阿根廷（WCCM 1998）、奧地利(WCCM 

2002)、聖彼得堡（BEM-FEM 2003）、日本京都(ICAM 2007)、中國合肥(ICOME 2009)、香港(ICIP 2010)

發表論文演說(Plenary lecture)。連續三次獲得國科會傑出研究獎(1999-2012)及第一屆吳大猷先生紀

念獎(2002-2005)並獲聘 A 級計畫主持人(2005-2007)與國科會傑出學者計劃，發表逾百篇(172) SCI

論文分佈於 61 種 SCI 期刊並被超過九百餘篇(911)論文引用過。研究論文入榜 ESI 高引用率資料庫。

兩篇論文(ASCE, ASME)分別在 SCOPUS 與 WOS 被引超過百次。陳正宗終身特聘教授曾任中國土

木水利學刊常務編輯、中國工程學刊土木編委(SCI)、海洋學刊執行編輯與國際計算機材料與連體

期刊(Computers, Materials and Continua)編委，國際 Beteq、WCCM、IABEM、Betech、BEM、ICCES、

ICCESMM、ICCM、ECOMAS、ICOME、APCOM、ISCM-III 執行委員與 MFS-Trefftz 國際會議共

同主席。現為海洋學刊編委(SCI)，亞太工程學報編委，國際計算方法期刊(Int. J. Comp. Meth.)、國

際邊界元素法通訊編委(Boundary Element Communications)、工程科技計算模擬期刊(CMES, SCI)

與國際邊界元素法電子期刊(Electronics Journal on BEM)編委，現任工程中邊界元素法期刊編輯

(EABE, SCI)與力學期刊(JoM, SCI)副編輯、並審過 77 種期刊論文。由北京清華工程力學系根據最

新 ISI Web of Science 資訊統計查得陳正宗終身特聘教授 為 二 十 一 世 紀 世 界 邊 界 元 素 法研究
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