
國立臺灣海洋大學河海工程學系 2019 工程數學(二) 第二次大考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            

 

1. (1) 試解特徵問題: 0 yy  ; 0)0( y , 0)2( y ，請求出特徵值與特徵函數。  

                                                                 (8%) 

(2) 試說明何謂函數正交。 (3%)  

  (3) 請問(1)所得之特徵函數在區間 上是否正交 (須說明原因)。 (3%) ]2,0[

 

2. 已知函數 ，試求 的傅立葉級數展開。(hint:尤拉公式) (8%) xxf 3cos)(  )(xf
 

3. 給ㄧ函數 )
2

sin()(
x

xf    

  (1) 請畫出函數 之圖形)(xf )66(   x 。(2%) 
  (2) 試問此函數為奇函數或是偶函數? (2%) 週期 ?T  (2%) 
  (3) 試求 的傅立葉級數展開。(8%) )(xf

  (4) 試求無窮級數 














144

1

134

1

124

1

114

1
2222

之值。(4%) 

 

4. 已知某週期函數








1,2

21,0
)(

x

x
xf ， )4()(  xfxf ，試求 之複數型 )(xf

之傅立葉級數。(10%) 

 

5 已知 為單位步階函數，即   ( a ) )( axu 








ax

ax
axu

,0

,1
)( 0

  (1) 請畫出 )()()( axuaxuxp  之圖形，並求其傅立葉轉換 )(P 。 (6%) 

  (2) 請畫出 )]2()2([)(  xuxuxxq 之圖形，並求其傅立葉轉換 )(Q 。 (6%) 

  (3) 已知函數 ，試以單位步階函數來表示。 (2%) 








62,2

62,0
)(

x

xandx
xg

  (4) 函數 請畫出 之圖形，並求其傅立葉轉換)()4( xgxf  )(xf )(F 。 (6%) 

  (5) 試求函數 傅立葉轉換)(xg )(G 。 (4%) 

  (6) 試求 )  之傅立葉轉換 ()( xuexf ax )(F ，其中 。 (5%) 0a

  (7) 試將微分方程 )3()(5)(6)(  xxyxyxy  作傅立葉轉換，並求 ?)( Y

   與   (8%)  ?)]( Y[)( 1 xy F
                                                        

6. (1) 試求
xaexf )( ，其中 之傅立葉轉換0a )(F  (5%) 

(2) 試求 ?]
)4)(1(

1
[

22
1 





F  (8%) 
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傅立葉級數展開 

    
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     2
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傅立葉級數之 Parseval 恆等式 :  





1

222
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nn
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T baadxxf
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傅立葉積分 :  



0

]sin)(cos)([)(  dxBxAxf

            其中 



 dxxxfA 


 cos)(
1

)( , 



 dxxxfB 


 sin)(
1

)(  

傅立葉複數形式級數展開 

    ,  其中





n
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n
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T

n
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T
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n dxexf
T

c n  

傅立葉轉換 :   




 dxexfxfF xi )()]([)( F

傅立葉反轉換 :  




  


  deFFxf xi)(
2

1
)]([)( 1F  

傅立葉轉換的 Parseval 恆等式 : 







 


dFdxxf

22
)(

2

1
)(  

Convolution :   



  dgtfgf )()( )()()]()([  GFtgtf F  

)()]([  Fitf F  )()()]([ )(  Fitf nn F  

)()]([ 


F
d

d
itft

n

n
nn F  

)()()( 00 xfdxxxxf
b

a
    其中  bxa  0  

尤拉公式: )(
2

1
cos ixix eex  , )(

2

1
sin ixix ee

i
x   

Scaling : )(
1

)]([
a

F
a

atf


F  

Time shifting:  )()]([  FeTtf TiF

Frequency shifting:  )()]([ 0
0  Ftfe tiF

 cossincossin)sin(   

 sinsincoscos)cos(   
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參考解答: 

1. (1) 試解特徵問題: 0 yy  ; 0)0( y ， 0)2( y ，請求出特徵值與特徵函 

數。 (8%)  

  (2) 試說明何謂函數正交。 (3%) 

  (3) 請問(1)所得之特徵函數在區間 上是否正交 (須說明原因)。 (3%) ]2,0[

  (1) (a) 令  2k
        可得 kxckxcxy sinhcosh)( 21   

        由   0)0( y 02  c

             0)2( y 01  c

    (b) 令 0  

        可得  xccxy 21)( 
        由   0)0( y 02  c

               為任意數 0)2( y 00  1c

         0 為一特徵值， 1)( xy 為一特徵函數 

     (c) 令  2k
        可得  kxckxcxy sincos)( 21 
        由   0)0( y 02  c

            0)2( y 02sin1  kkc  

          (trivial solution) 01 c

         可知其為  02sin k
2

n
k   ( ,3,2,1n ) 

        故特徵值為 2)
2

(
 n

n   

        特徵函數為 )
2

cos()(
xn

xyn


  ( ,3,2,1n ) 

  (2) 若某組函數 )(xm  具有下述特性 

      



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

  nmif

nmif
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b

anm 0

0
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     則稱此組函數在區間  上正交。 ],[ ba

  (3) 是 
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22
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22
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)
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cos(
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dx
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dx
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dx
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











 

     由於  ,3,2,1, nm

     所以上式積分恆為零，故此組特徵函數互為正交。 
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2. 已知函數 ，試求 的傅立葉級數展開。(hint:尤拉公式) (8%) xxf 3cos)(  )(xf
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

 

   故可知此函數之週期為 2  

由傅立葉級數: 









11

0

2
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2
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                         









11

0 sincos
n

n
n

n nxbnxaa

   比較係數後可得:  (00  naa 3,1n ), 
4

3
1 a , 

4

1
3 a ,  0nb

   其傅立葉級數為 xxxf 3cos
4

1
cos

4

3
)(   

 

3. 給ㄧ函數 )
2

sin()(
x

xf   

  (1) 請畫出函數 之圖形 ()(xf )66   x 。(2%) 
  (2) 試問此函數為奇函數或是偶函數? (2%) 週期 ?T  (2%) 
  (3) 試求 的傅立葉級數展開。(8%) )(xf

  (4) 試求無窮級數 













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1
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1
2222

之值。(4%) 

 

  (1) 
)(xf 

 

 
x   

6  6   4 2 2 4 

 

  (2) 由圖可知此為偶函數，週期為 2  
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         
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     由(3)結果可知，當 x 可得 
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4. 已知某週期函數





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
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21,0
)(
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x
xf ， )4()(  xfxf ，試求 之複數型 )(xf

之傅立葉級數。(10%) 

 

   由 )4()(  xfxf 可知週期 4T 且 為偶函數 )(xf
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    當 時，0n 12
4
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1 1
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5 已知 為單位步階函數，即   ( a ) )( axu 








ax

ax
axu

,0

,1
)( 0

  (1) 請畫出 )()()( axuaxuxp  之圖形，並求其傅立葉轉換 )(P 。 (6%) 

  (2) 請畫出 )]2()2([)(  xuxuxxq 之圖形，並求其傅立葉轉換 )(Q 。(6%) 

  (3) 已知函數 ，試以單位步階函數來表示。 (2%) 








62,2

62,0
)(

x

xandx
xg

  (4) 函數 請畫出 之圖形，並求其傅立葉轉換)()4( xgxf  )(xf )(F 。 (6%) 

  (5) 試求函數 傅立葉轉換)(xg )(G 。 (4%) 

  (6) 試求  之傅立葉轉換 )()( xuexf ax )(F ，其中 a 。 (5%) 0
  (7) 試將微分方程 )3()(5)(6)(  xxyxyxy  作傅立葉轉換，並求 ?)( Y

   與   (8%)  ?)]( Y[)( 1 xy F
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由 可得 2a )]2sin()2cos(2[
2

)]([)(
2




 
i

xqQ F  

  (3)  )]6()2([2)(  xuxuxg

  (4)  )()4( xgxf  )]2()2([2)4()(  xuxuxgxf  
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   (7) )]3([)](5)(6)([  xxyxyxy FF    
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