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國立臺灣海洋大學河海工程學系 2021 工程數學(二) 第一次大考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            

 

1. 通過 )0,0,1( 、 )0,1,0( 與 )1,0,0( 三點之空間平面方程式為何?與通過二點

)0,0,0( 、 )2,1,1( 空間直線之交角為何? (8%) 

2. 給定 )sin(),( yxeyxf xy   

  (1) 試求 f  在點 )
2

,0(


 其最大變化率方向。 (5%) 

  (2) 試求 f  在點 )
2

,0(


 其 50%最大變化率方向。(5%)  

3. 給ㄧ腎臟線 jttaittatr


)3sinsin3()3coscos3()(  ，其中 20  t  

  (1) 試計算腎臟線之周長。 (6%) 

  (2) 試以格林定理:  






 dxdy
y

f

x

g
gdyfdx )( ，給定 yf  與 xg  來求 

     腎臟線之面積。 (6%) 

  (3) 試求在點 )4,0( a 之曲率 。 (6%) 

4. 給ㄧ封閉曲線如圖一，若有一向量場 jxyyxyiyyF


)345()( 2435   

  (1) 試求: ? rdF


  (6%) 

  (2) 若已知 10
3

 rdF


，試問: ?
1

 rdF


 (6%) 

5. 給一力 jxeixyF y


)34()sin16( 22  ，試求其沿一封閉路徑 C 

( 321 CCCC  ，如圖二)所作之功  
C

rdF

為何? (10%) 

 

 
           圖一                                  圖二 

 

xyC :1  xyC :3

1: 22
2  yxC

x 
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6. 考慮一個圓柱體 }11,4|),,{( 22  zyxzyxD ，設 S 代表 D 之表面， 

   向量場 kzyjyxixzF


22  ，其中 n

代表 S 上的向外法向量，試驗證散 

   度定理。 

   (1) 直接以體積分計算。(7%)     (2) 直接以面積分計算。(7%) 

 

7. 已知場 kxyzjxiyF


  及曲面 22
1 : yxzS   ( 30  z ) 與 

3:2 zS ，為 1S 、 2S 之交線，試問: 

  (1) 試畫出 1S 之圖形，並標出 1S 、 2S 與。 (4%) 

  (2) F

是否為保守場? 請說明之。 (4%)  

  (3)  S1上的單位法向量 ?n


 (4%) 

  (4) ?)(  dSnF


 (4%) 

  (5) ? rdF


 (4%) 

  (6) ?)(
1


S

dAnF


 (4%) 

  (7) ?)(
2


S

dAnF


 (4%) 

 

Hint: 

Gauss 散度定理:   dAnFdVF


 (3D)     dsnFdAF


 (2D) 

格林定理:  






 dxdy
y

P

x

Q
dyQdxP )(  

Stokes 旋度定理:   rdFdAnF


)(  

曲率: 
2

3

2

3
2 )]()([

)()(

]))((1[

)(

trtr

trtr

xy

xy















    扭率: 
ds

sNsTd ))()((



  

二倍角公式: 
2

2cos1
cos2  

 , 
2

2cos1
sin 2  

  

圓球體積: 3

3

4
rV    圓球表面積: 24 rS   

),( yxfz    kyxfjyixkzjyixyxr


),(),(   

dxdyffdxdy
y

r

x

r
dA yx 122 










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參考解答: 

 

1. 通過 )0,0,1( 、 )0,1,0( 與 )1,0,0( 三點之空間平面方程式為何?與通過二點

)0,0,0( 、 )2,1,1( 空間直線之交角為何? (8%) 

 

平面方程式: 1 zyx  

直線方程式: 
2

2

1

1

1

1 





 zyx
 

23

4

63

211
cos 




  

 

2. 給定 )sin(),( yxeyxf xy   

  (1) 試求 f  在點 )
2

,0(


 其最大變化率方向。 (5%) 

  (2) 試求 f  在點 )
2

,0(


 其 50%最大變化率方向。(5%)  

(1) iyxeyxyej
y

f
i

x

f
f xyxy


)]cos()sin([)( 








  

jyxeyxxe xyxy


)]cos()sin([   

      在點 )
2

,0(


  if


2


  

      最大變化率方向即沿著 i

之方向 

  (2) 50%最大變化率即 
4


 uf


 又 jqipu


  並且可知 122  qp  

     可得 
2

1
p , 

2

3
q  

     故 50%最大變化率方向即 jiu


2

3

2

1
  
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3. 給ㄧ腎臟線 jttaittatr


)3sinsin3()3coscos3()(  ，其中 20  t  

  (1) 試計算腎臟線之周長。 (6%) 

  (2) 試以格林定理:  






 dxdy
y

f

x

g
gdyfdx )( ，給定 yf  與 xg  來求 

     腎臟線之面積。 (6%) 

  (3) 試求在點 )4,0( a 之曲率 。 (6%) 

(1) jttittjyixr


sin)(cos)(    

     








)3sinsin3(

)3coscos3(

ttay

ttax
  














)3cos(cos3

)3sinsin(3

tta
dt

dy

tta
dt

dx

 

     dt
dt

dy

dt

dx
dydxrddsS   2222 )()(


 

        


0

22 )3cos(cos)3sinsin(6 dttttta  

        


0
3coscos23sinsin226 dttttta  

        


0
)3cos(226 dttta  

        


0
2cos126 dtta  

       


0
sin12 dtta  

       


0
cos12 ta   

       a24  

  (2) Adxdyxdyydx 22     

      xdyydxA
2

1
 

         


0

2 )]3cos)(cos3coscos3()3sin)(sin3sinsin3[(3 dttttttttta  

         


0

2 )2cos1(12 dtta  

        212 a  
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   (3) 
2

3

)]()([

)()(

trtr

trtr










  

      jyixtr
  )(  

      jyixtr
  )(  

      
2

3
222

3

])()[()]()([

)()(

yx

yxyx

trtr

trtr















  

      )3coscos3( ttax    )3sinsin(3 tta
dt

dx
x   

                         )3cos3cos(3
2

2

tta
dt

xd
x   

      )3sinsin3( ttay    )3cos(cos3 tta
dt

dy
y   

                         )3sin3sin(3
2

2

tta
dt

yd
y   

      
tata

ta

ta

yx

yxyx

sin3

1

)2cos1(23

2

)]2cos1(2[27

)2cos1(36

])()[( 2

3
3

2

2

3
22 













  

      將點 )4,0( a 即
2


t 代入，可得 

a3

1
  

 

4. 給ㄧ封閉曲線如圖一，若有一向量場 jxyyxyiyyF


)345()( 2435   

  (1) 試求: ? rdF


  (6%) 

  (2) 若已知 10
3

 rdF


，試問: ?
1

 rdF


 (6%) 

  (1) 0

0345 2435















xyyxyyy
zyx

kji

F




 

      可知此為保守場又此為積分路徑為封閉路徑 

       0 rdF


 

  (2) 0
4321

  
rdFrdFrdFrdFrdF


 

     )(
4321
 

 rdFrdFrdFrdF


 

     2 : 2y   0 dy   並且  13 x  
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        4824)(
1

3

1

3

35

2
 








dxdxyyrdF


 

     4 : 1y   0 dy   並且  31 x  

        0)(
3

1

35

2
 




dxyyrdF


 

      58)01048()(
4321

  
rdFrdFrdFrdF


 

 

5. 給一力 jxeixyF y


)34()sin16( 22  ，試求其沿一封閉路徑 C 

( 321 CCCC  ，如圖二)所作之功  
C

rdF

為何? (10%) 

 存在 2sin x  

    直接由路徑積分計算甚為複雜 

   故可利用平面格林定理(或 Stokes 定理)計算 

   平面格林定理:  






 dxdy
y

P

x

Q
dyQdxPrdF )(


 

                        






 dxdy
y

xy

x

xe y

]
)sin16()34(

[
22

 

                         dxdyx )166(  

    又此為扇形，可轉換成極座標計算 

    令 cosrx  , sinry  , rdrddxdy   

    


 4)16cos6()166( 4

3

4

1

0
   rdrdrdxdyx  

    若由 Stokes 定理 

         dAxdAkkxdAnFrdF )166()166()(


 

    結果同格林定理 

 

6. 考慮一個圓柱體 }11,4|),,{( 22  zyxzyxD ，設 S 代表 D 之表面， 

   向量場 kzyjyxixzF


22  ，其中 n

代表 S 上的向外法向量，試驗證散 

   度定理。 

   (1) 直接以體積分計算。(7%)     (2) 直接以面積分計算。(7%) 
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  (1) 22
22 )()()(

yxz
z

zy

y

yx

x

xz
F 
















 

         dVyxzdVF )( 22


 

                     



2

0

2

0

1

1

2 )( rdzdrdrz  

16  

 

   (2)  
321 SSS

dAnFdAnFdAnFdAnF


 

      S1: 1z , kn


    2ynF 


 

      S3: 1z , kn


    2ynF 


 

      
1S

dAnF


 
3S

dAnF


 



2

0

2

0

2)sin( rdrdr 4  

      S2: cos2x , sin2y , jin
  sincos  , dzddA 2                            

          sincos 2yxxznF 


 

 
2S

dAnF


  



2

0

2

0

22 2)sincos8cos2( dzdz  

                



2

0

22 )sincos32sin8( d  

               8  

  
321 SSS

dAnFdAnFdAnFdAnF


16  

 

7. 已知場 kxyzjxiyF


  及曲面 22
1 : yxzS   ( 30  z ) 與 

3:2 zS ，為 1S 、 2S 之交線，試問: 

  (1) 試畫出 1S 之圖形，並標出 1S 、 2S 與。 (4%) 

  (2) F

是否為保守場? 請說明之。 (4%)  

  (3)  S1 上的單位法向量 ?n


 (4%) 

  (4) ?)(  dSnF


 (4%) 

  (5) ? rdF


 (4%) 

  (6) ?)(
1


S

dAnF


 (4%) 

2S  

1S  

3S  
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  (7) ?)(
2


S

dAnF


 (4%) 

 

 (1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  (2) kjyzixz

xyzxy
zyx

kji

F





2











  

      0 F


 

      F

不是保守場 

  (3)  令 222 zyx   

      
222222 444

222

zyx

kzjyix

zyx

kzjyix
n






















 

z

kzjyix

2




 )(
2

1
2222

kj
yx

y
i

yx

x 






  

  (4) Gauss 散度定理:   dVPdSnP


 

      令 FP


   

      可知 0)(  FP


 (任何旋轉場不會有發散性) 

      因此 0)(  dSnF


 

  (5) 由線積分 


 dzxyzdyxdxyrdF


 

     令 cos3x , sin3y , 3z   

  ddx sin3 ,  ddy cos3 , 0dz  

2S  

1S



x 

y 

z 
3z
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       


 dzxyzdyxdxyrdF


 




d)]cos3(cos3)sin3(sin3[
2

0
  18  

   (6) 18)(
1

 


rdFdAnF
S


 

   (7) 18)(
2

 


rdFdAnF
S


 

 

 

 


