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1. 已知 3A


, 2B


且 A

與B


的夾角為

3

2
，試問: ?)2()(2  BABA


  

                                                              (10%) 

2. 已知三點 , , ，試求: )0,2,5(A )0,5,2(B )4,2,1(C

  (1) 面積 S。 (3%) ABC
  (2) A 、 B 、 與原點 所構成之四面體體積 V。 (3%) C )0,0,0(O

  (3) 原點 O 到 所在平面的距離 h。 (3%) ABC

3. 給定函數 及點)cos(),( yxeyxf xy  ),0(),( yxP ，請回答下列問題: 

  (1) 請計算 在 處的最大變化率。(5%) f P

  (2) 請找出沿著什麼方向， 在 處的變化率會是上述最大變化率的一半。 f P

                                                                (5%) 

4. 給定純量場 與向量場
222 zyxeg  kxyjxziyzv


 ，試求: 

  (1) )( vg


  (2)  (3) g2 )( g  (4) )( v


  (5) )( vv

  (20%) 

5. 試計算積分  ，其中路徑 C 為由點 P 出發經由 
C

dyyxdxxyx 2234 3)210( )0,0(

  到點 Q 。 (10%) 234 46 yxyx  )1,2(

6. 給ㄧ心臟線 )sin)(,cos)(()( tttttr 


，其中 )cos1()( tat  且 20  t  

  (1) 試計算心臟線之周長。 (5%) 

  (2) 試以格林定理:  






 dxdy
y

f

x

g
gdyfdx )( ，給定 yf  與 g x 來求 

     心臟線之面積。 (5%) 

  (3) 試求在點 )0,2( a 之曲率 。 (5%) 

7. 已知場 kzjxyiyF


2)( 

4z

，曲面 為 之部分

與 S ，

1S 4,25)4( 222  zzyx

:2 為 、 之交線，試問: 1S 2S

  (1) 試畫出 之圖形，並標出 、 與1S 1S 2S 。 (4%) 

  (2) F

是否為保守場? 請 之。 (2%說明  

S1上的單位法向量  (4%) 

  (4) 

)  

  (3)   ?n


?)(  dSnF


 (4%) 

  (5)  (4%) 

  (6) 

? rdF


?)(
1


S

dAnF


 (4%) 

  (7) ?)(
2


S

dAnF


 (4%) 



Hint: 

Gauss 散度定理:   dAnFdVF


 (3D)    dsnFdAF


 (2D) 

格林定理:  






 dxdy
y

P

x

Q
dyQdxP )(  

  rdFdAnF


)(  Stokes 旋度定理: 

   扭率: 
ds

sNsTd ))()((



  

2

3

2

3
2 )]()([

)()(

]))((1[

)(

trtr

trtr

xy

xy















曲率: 

2

2cos1
cos2  

 , 
2

2cos1
sin 2  

  二倍角公式: 

hAV 03

1
 hAV 03

1
四面體體積: , 圓錐體積體積:  ( : 底面積; h: 高) 0A

球座標: 
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 cossin ,  sinin , rx  sry  co srz   

 ddrdA sin2   ( :俯仰角;  :微小球面面積 水平角) 

Lagrange 恆等式: 2)())(( BABBAABA


  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 [參考解答] 
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1. 已知 3A


, 2B


且 A

與B


的夾角為

3

2
，試問: ?)2()(2  BABA


 

                                                              (10%) 

  BBABBAAABABA


 242)2()(2  

                    BA


 3  

                    222
)

3

2
cos(3


BABA


 399363   

   

2. 已知三點 , , ，試求: )0,2,5(A )0,5,2(B )4,2,1(C

  (1) 面積 S。 (3%) ABC
  (2) 、A B 、C 與原點 所構成之四面體體積 V。 (3%) )0,0,0(O

  (3) 原點 O 到 ABC 所在平面的距離 h。 (3%) 

  (1) )0,3,3(AB , )4,0,4(AC  

     36
2

1
 ACABS  

  (2) )0,2,5(OA , )0,5,2(OB , )4,2,1(OC  

    14

421

052

025

6

1
)(

6

1
 OCOBOAV  

  (3) hSV
3

1


3

73


S

V
h  

  另解: )
3

1
,

3

1
,

3

1
(






ACAB

ACAB
n


 

       OA 、OB 或OC 投影到 n

上的長度即為  h

       
3

7
 nOA


 

 

 

 

 

 

 



3. 給定函數 及點)cos(),( yxeyxf xy  ),0(),( yxP ，請回答下列問題: 

  (1) 請計算 在f P 處的最大變化率。(5%) 

  (2) 請找出沿著什麼方向， 在f P 處的變化率會是上述最大變化率的一半。 

                                                   (5%) (113 台大土木) 

  (1)  )cos(),( yxeyxf xy 

     )sin()cos( yxeyxye
x

f xyxy 



 

     )sin()cos( yxeyxxe
y

f xyxy 



 

     j
y

f
i

x

f
f










   

        jyxyxxeiyxyxye xyxy


)]sin()cos([)]sin()cos([   

     在點點 ),0(),( yxP  

     iief


  )]sin()cos(0[)]sin()cos([0  

P 處的最大變化率為 f ，方向為 i
f

f 





      在

  (2) 設沿 u 方向的單位向量為 juiuu


21   

     
2


 uf

du

df 
  

2
)()( 21

  juiui


  
2

1
1  u  

     又 12
2

2
1  uu   

2

3
2  u  

     沿 jiu


2

3

2

1
 或 jiu



2

3

2

1
 方向，變化率為最大變化率的一半 
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4. 給定純量場 與向量場
222 zyxeg  kxyjxziyzv


 ，試求:  (113 成大土木) 

  (1) )( vg


  (2)  (3) g2 )( g  (4) )( v


  (5) )( vv

  (20%) 

  (1) )222(
222

kzjyixek
z

g
j

y

g
i

x

g
g zyx















   

     0
)()()(















z

xy

y

xz

x

yz
v


 

     )()( vgvgvg

  

           )()222(
222

kxyjxziyzkzjyixe zyx


   

            
222

6 zyxexyz 

   (2) 
222

2 zyxex
x

g 



 

      )42(42
)2(

)( 22 222222222

222

xeexe
x

ex

x

g

x
zyxzyxzyx

zyx











 



 

     
2

2

2

2

2

2
2

z

g

y

g

x

g
g












  

          )21(2)21(2)21( 222 222222222

zeyexe zyxzyxzyx  

          )6444( 222222

  zyxe zyx

   (3)   (任何梯度場必不具備旋轉性) 0)(  g

   (4) 0)(  v


  (任何旋轉場也不具備發散性) 

(5)  222222 yxzxzyvv 


   )()()( 222222 yxzxzyk
z

j
y

i
x

vv 














  

         kzyzxjyxyzixyxz


)22()22()22( 222222   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Filename: EMII-2025-mid01s.doc ~ by Y. T. Lee                                April 25, 2025 



5. 試計算積分 ，其中路徑 C 為由點 P 出發經由  
C

dyyxdxxyx 2234 3)210( )0,0(

  到點 Q 。 (10%) 234 46 yxyx  )1,2(

 

  由於路徑 C 頗為複雜，故可先檢查是否為保守場 

  jyxixyxjyxQiyxPF


)3()210(),(),( 2234   

  0)]6(6[

03210

22

2234













 kxyxy

yxxyx
zyx

kji

F





 

   F

為保守場且存在純量函數，使得 F


 

    且  積分結果與路徑無關，只與起點終點有關 
C

rdF


  故可得 34 210),( xyx
x

yxP 






   )(2 1
325 yhyxx  

         223),( yx
y

yxQ 






   )(2
32 xhyx  

  比較後可得  Cyxxyx  3252),(

  60464)0,0()1,2(3)210( 2234   
CC

rdFdyyxdxxyx

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6. 給ㄧ心臟線 )sin)(,cos)(()( tttttr 


，其中 )cos1()( tat  且 20  t  

  (1) 試計算心臟線之周長。 (5%) 

  (2) 試以格林定理:  






 dxdy
y

f

x

g
gdyfdx )( ，給定 yf  與 xg  來求 

     心臟線之面積。 (5%) 

  (3) 試求在點 )0,2( a 之曲率 。 (5%) 

   

  (1) jttittjyixr


sin)(cos)(    

       








ttay

ttax

sin)cos1(

cos)cos1(














)2cos(cos

)2sinsin(

tta
dt

dy

tta
dt

dx

 

     dt
dt

dy

dt

dx
dydxrddsS   2222 )()(


 

        


0

22 )2cos(cos)2sinsin(2 dttttta  

        


0
2coscos2sinsin122 dttttta  

        


0
cos122 dtta  

       


0 2
sin4 dt

t
a  

        a8

  (2) Adxdyxdyydx 22     

      xdyydxA
2

1
 

          


0

222 )2coscoscos2sinsin)(sincos1( dtttttttta

          


0

22 )cos1( dtta

          


0

22 )coscos21( dttta

        





0

2 )
2

2cos1
cos21( dt

t
ta  

        2

2

3
a  
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   (3) 
2

3

)]()([

)()(

trtr

trtr










  

       jyixtr
  )(


       jyixtr  )(

      
2

3
222

3

])()[()]()([

)()(

yx

yxyx

trtr

trtr















  

        ttax cos)cos1(  )2sinsin( tta
dt

dx
x   

                        )2cos2cos(
2

2

tta
dt

xd
x   

        ttay sin)cos1(  )2cos(cos tta
dt

dy
y   

                        )2sin2sin(
2

2

tta
dt

yd
y   

      
)cos1(22

3

)]cos1(2[

)cos1(3

])()[( 2

3
3

2

2

3
22 ta

ta

ta

yx

yxyx












  
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      將點 即)0,2( a t 代入，可得 
a4

3
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



7. 已知場 kzjxyiyF


2)( 

4z

，曲面 為 之部分

與 S ，

1S 4,25)4( 222  zzyx

:2 為 、 之交線，試問: 1S 2S

  (1) 試畫出 之圖形，並標出 、 與1S 1S 2S 。 (4%) 

  (2) F

是否為保守場? 請 之。 (2%說明  

S1 上的單位法向量 ) 

  (4) 

)  

  (3)   ?n  (4%


?)(  dSnF


 (4%) 

  (5)  (4%) 

  (6) 

? rdF


?)(
1


S

dAnF


 (4%) 

  (7) ?)(
2


S

dAnF


 (4%) 

 (1) 

 

  (2)  

 

 

9z

4z

x 

y 

z 

Γ

S1 

2 

 

 

 

S
 

 

 

 

02

2


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yy









 k

zx
zyx

kji

F





 

      F

不為保守場 

  令 25)4( 222  zyx      (3)

      
544 2x

n
)4(

)4(4

)4(222
22

kzjyix

zy

kzjyix
    

 








 

uss 散度定理: 






    (4) Ga   PdSnP
 

dV  

  F


  0)(  FP


 (      令 P


任何旋轉場不具有發散性) 

      因此 0)(  dSnF


 



  (5) 由線積分  


 dzzdyxydxyrdF 2)(


     令 cos5x , sin5y , 4z   

  ddx sin5 ,  ddy cos5 , 0dz  

       


 dzzdyxydxyrdF 2)(


 




d)]cos5()cos5sin5()sin5(sin5[
2

0
   




d)]cos5()cos5sin5()sin5(sin5[
2

0
   

50  

   (6) 50)(
1

 


rdFdAnF
S


 

   (7) 50)(
2

 


rdFdAnF
S


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