
國立臺灣海洋大學河海工程學系 2023 工程數學(一) 第一次大考參考解答 
 

系級：                   學號：                   姓名：            

 

1. 如果地球的人口數在 1970 年為 35 億且以每年 2%的比率增加，請問何時人口 

  數可到達 500 億。 ( ,9459.17ln  3026.210ln  ) (10%)                       

 

2. 試以分離變數法求解下述微分方程式: 

   (1) x
x

y

dx

dy
ln  (8%) 

   (2) 
xy

yxyx

dx

dy 22 
  (8%) 

   (3) 
13

362





yx

yx

dx

dy
 (8%) 

 

3. 已知微分方程式為 xe
x

x

dx

dy 212 


  

  (1) 此微分方程式為線性或非線性? (2%) 並以一階線性法求解。(8%) 

      (若為線性，直接求解；若非線性，則轉換成線性，再求解)   

  (2) 此微分方程式為正合(exact)或非正合? (2%) 並以正合法求解。(8%) 

      (若正合，直接求解；若非正合，先求出積分因子，再求解) 

 

4. 已知微分方程式為 3

1
43
yxy

x
y   

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

  (2) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (8%) 

 

5. 已知微分方程式為 22 )12()1( yyxxx
dx

dy
  

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

  (2) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (8%) 

 

6. 已知微分方程式為  3)(yyxy 
  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

  (2) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (8%) 

 

7. 試解下列各微分方程 

  (1) 0
3cos

sin2
22

3






x

x

eyyx

eyyx
y  (8%) 

(2)  (8%) 034)( 222  yyxyyx
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<參考解答> 

1. 如果地球的人口數在 1970 年為 35 億且以每年 2%的比率增加，請問何時人口 

  數可到達 500 億。 ( ,9459.17ln  3026.210ln  ) (10%) 

  如果 y 為人口數，則可知其數學模式為 yky
dt

dy
02.0  

   dt
y

dy
02.0 tCety 02.0)(   

  又        35)0( y 35C tety 02.035)( 

  又      500)( ky ke 02.035500 
7

100

35

50002.0     ke

                133
02.0

9459.13026.22

02.0

7ln100ln






  k

  大約經過 133 年後，即 2103 年時，人可口達 500 億。 

 

2. 試以分離變數法求解下述微分方程式: 

   (1) x
x

y

dx

dy
ln  (8%) 

   (2) 
xy

yxyx

dx

dy 22 
  (8%) 

   (3) 
13

362





yx

yx

dx

dy
 (8%) 

 

   (1) x
x

y

dx

dy
ln     dxx

x
dy

y
ln

11
  Cx

x
y lnlnln

1
ln   

                                     xCy ln  

   (2) 
xy

yxyx

dx

dy 22 
         齊次型 ODE 

    
x

y

y

x

dx

dy
 1  

      令 
x

y
u       uxy  u

dx

du
x

dx

dy
  代回 ODE 

      可得 u
u

u
dx

du
x    1

1

u

u

dx

du
x


    

1

                                


  dx
x

du
u

u 1

1

                               Cxuu lnln)1ln(   

                                Cuxeu  )1(  

                               Cexy x

y

 )(  
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   (3) 
13

362





yx
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      令   yxu 3
dx

dy

dx

du
31   代回 ODE 

      可得 
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                            Cxuu  |)
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                            Cxyxyx  |
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3
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                           or Cyyxyx  |
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8
3|ln
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1
)3(
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3. 已知微分方程式為 xe
x

x

dx

dy 212 


  

  (1) 此微分方程式為線性或非線性? (2%) 並以一階線性法求解。(8%) 

      (若為線性，直接求解；若非線性，則轉換成線性，再求解)   

  (2) 此微分方程式為正合(exact)或非正合? (2%) 並以正合法求解。(8%) 

      (若正合，直接求解；若非正合，先求出積分因子，再求解) 

 

  (1)  xey
x

x

dx

dy 212 


   此為一階線性微分方程式 

      積分因子 xxx
dx

x
dx

x

x
dxxp

exeeee 2ln2
)

1
2(

12
)(

 


  

      同乘積分因子後可得 xyxe
dx

dy
ex xx  )12(22   xyex

dx

d x  )( 2  

                                          Cxyex x  22

2

1
 

                                          Cxyex x  22

2

1
 

  (2)  xey
x

x

dx

dy 212 


    0])12[( 2   xdydxxeyx x

      令   xxeyxM 2)12(  12 



 x
y

M
 

            xN  1




x

N
 

      由判斷式 
x

N

y

M








 可知，此為非正合 ODE 
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      由 2)(
1









x

N

y

M

N
 可知   為 )(x  

       dx
x

N

y

M

N
d )(
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









  dx
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y

M

N
d  







 )(
11 


 

                                xdx 22ln    

                                 xe2 
      同乘積分因子後可得 ，此為正合 ODE 0])12[( 222   dyxedxxeyxe xxx

      可知 xyex
x

M x 



 2)12(


  )(
2

1 22 yfxxe x   

             xxe
y

N 2






            )(2 xgyxe x 

      比較後可得 Cxyxeyx x  22

2

1
),(  

 

4. 已知微分方程式為 3

1
43
yxy

x
y   

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

  (2) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (8%) 

 

  (1) 3

1
43
yxy

x
y    此為 Bernoulli ODE 

  (2) 3

1
43
yxy

x
y     43

2

3

1 3
xy

x
yy 


 

     令 3

2

yu   yyu 


3

1

3

2
  代回 ODE 可得 

     43

2

3
xu

x
u     4

3

22
xu

x
u    此為一階線性 ODE 

     積分因子為 
2

ln2
2

)( 1

x
eee xdx

x
dxxp

 
  

     同乘積分因子後可得  2
32 3
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x
u

x
  

                          2
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2
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1
( xu
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  

                            dxxu
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d 2
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1
(  

                          Cxu
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 3
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5. 已知微分方程式為 22 )12()1( yyxxx
dx

dy
  

  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

  (2) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (8%) 

 

  (1) 22 )12()1( yyxxx
dx

dy
   此為 Riccati ODE 

  (2) 由觀察得一解  xS 

     令 
V

x
V

Sy
11

   
21

V

V

dx

dy 
   代回 ODE 可得 

     22
2 )

1
()

1
)(12()1(1

V
x

V
xxxx

V

V



  

               此為一階線性 ODE    1 VV

    可知其積分因子為  xdxdxxp
eee 


)(



    同乘積分因子後可得   xxx eVeVe   xx eVe
dx

d   )(  

                                         CeVe xx  

                                         xCeV  1

    
1

11


 xCe

x
V

Sy    

 

6. 已知微分方程式為  3)(yyxy 
  (1) 此為何種類型之微分方程式? (Clairaut、Bernoulli 或是 Riccati) (2%)  

  (2) 試求此微分方程式之解 ?)( xy  (8%) 

 

  (1)   此為 Clairaut ODE 3)(yyxy 
  (2)  3)(yyxy 
     令    yp  3pxpy 
     將兩邊對 x 微分可得   pppxpy  23

                     pppxpp  23  

                      0)3( 2  ppx

     由    0p cp  cy   代回  3)(yyxy 
     可得  (通解) 3cxcy 
     由    代回  0 23px 3 2  px 2)(3 yx  3)(yyxy 

     可得   3)(2 yy  yy
2

1
)( 3    3

1

)
2

1
( yy   代回  3)(yyxy 

     可得 yyxy
2

1
)

2

1
( 3

1

   3

1

)
2

1
(

2

3
yxy   yxy 333

2

1
)

2

3
(   

                                             (特解) 32 427 xy 
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7. 試解下列各微分方程 

  (1) 0
3cos

sin2
22

3






x

x

eyyx

eyyx
y  (8%) 

(2)  (8%) 034)( 222  yyxyyx

 

  (1) 0
3cos

sin2
22

3






x

x

eyyx

eyyx
y    0)3cos()sin2(  dyeyyxdxeyyx 223 xx

      令   xeyyxM 3sin2  xeyyx
y

M 23cos2 



  

            xeyyxN 22 3cos  xeyyx
x

N 23cos2 



  

      由判斷式 
x

N

y

M








 可知，此為正合 ODE 

      可知 xeyyx
x

M 3sin2 






   )(sin 32 yfeyyx x 

             xeyyx
y

N 22 3cos 






            )(sin 32 xgeyyx x 

      比較後可得  Ceyyxyx x  32 sin),(
 

(2)   034)( 222  yyxyyx 0)3)((  yyxyyx  

   當 0 yyx   
x

C
y 1   01 

x

C
y  

   當 03  yyx   
3
2

x

C
y    03

2 
x

C
y  

      此 ODE 之解為 0))(( 3
21 

x

C
y

x

C
y  
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