國立臺灣海洋大學河海工程學系2025工程數學(一) 第一次大考參考解答
1. 細菌生長率與指數模型
	步驟
	題目敘述
	作答欄

	(1)
	設細菌數為 𝑦(𝑡)，其變化率與現存數量成正比，試寫出微分方程及通解 𝑦(𝑡) 的一般形式。(2%)
	微分方程： 
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通　　解： y(t)=  
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	(2)
	1小時後細菌數為1000，4小時後細菌數為 3000。請透過
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求k(2%)
	k = 
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	(3)
	將 𝑘 值代回，寫出細菌數的完整表達式。(2%)
	𝑦(𝑡) = 
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	(4)
	利用條件 𝑦(1)=1000，求常數C。(2%)
	C = 
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	(5)
	寫出任意時間 𝑡 的細菌數表達式。(1%)
	𝑦(𝑡) = 
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	(6)
	求出初始（𝑡=0）細菌數。(1%)
	𝑦(0) = 
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2. 試以分離變數法或結合變數變換法求解下述微分方程式

(1) 
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	步驟
	題目敘述
	作答欄

	(1)
	將方程式改寫為
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(3%)。
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	(2)
	分離變數後，並分別對兩側積分(3%)。
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	(3)
	將結果整理為y=y(x)形式(2%)。
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(2) 
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	步驟
	題目敘述
	作答欄

	(1)
	嘗試令
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，則
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	(2)
	將原式改寫為 
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的微分方程(3%)。
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	(3)
	分離變數並分別對兩側積分整理出通解(2%)。
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(3) 
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	步驟
	題目敘述
	作答欄

	(1)
	嘗試平移變數，設
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使常數項消失。求a, b 之條件(2%)。
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	(2)
	將原式改寫為 
[image: image27.wmf]()
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的微分方程(2%)。
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	(3)
	令
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將原式改寫為 
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的微分方程(2%)。
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	(4)
	分離變數並分別對兩側積分整理出通解(2%)。
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3. 已知微分方程式為
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(1) 此微分方程式為線性或非線性?  並以一階線性法求解。

      (若為線性，直接求解；若非線性，則轉換成線性，再求解)  
	步驟
	題目敘述
	作答欄

	(1)
	判斷是否線性(3%)。
	若y=y(x)則ODE為線性或非線性? 非線性
若x=x(y)則ODE為線性或非線性? 線性

	(2)
	先將方程式改為 
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之形式(2%)。y為自變數x為因變數
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	(3)
	將其改寫為標準形式
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。求積分因子(2%)
	積分因子：
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	(4)
	兩邊同乘積分因子對 y積分並求解 x (2%)
	通解：
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(2) 此微分方程式為正合(exact)或非正合?  並以正合法求解。
	步驟
	題目敘述
	作答欄

	(1)
	設 
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求其偏導數並判斷是否正合(3%)。
	My=1,  Nx= -1​，故非正合。

	(2)
	檢查是否存在只與 y 有關的積分因子 μ(y)。
利用條件
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()

NM

Mxy

¶¶

-

¶¶

 僅為y 函數(2%)。
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	(3)
	求積分因子μ(y) (2%)。
	μ(y) = 
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	(4)
	兩邊同乘積分因子後透過正合方程求得勢能函數ϕ(x,y)再透過整理導得通解
[image: image44.wmf]()
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	通解：
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4. 已知微分方程式為
[image: image46.wmf])
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	步驟
	題目敘述
	作答欄

	(1)
	此為何種類型之微分方程式？（Clairaut、Bernoulli 或 Riccati）(2%)
	此為 Riccati 方程式。

	(2)
	此為線性或非線性(2%)？
	此為 非線性微分方程式。

	(3)
	觀察右邊 (y+1)(y+2)，求出使得 y′=0的常數解(2%)。
	y= -1或 y= -2

	(4)
	請選擇較小的常數解為 S，令 
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，並將ODE轉換成為 V(x) 的方程 (2%)。
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	(5)
	求V(x) (2%)
	V(x) = 
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	(6)
	代回 
[image: image50.wmf]1

yS

V

=+

 後請寫出最終通解(2%)。
	通解：
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	(7)
	本題可否用變數可分離形式求解(1%)
	是

	(8)
	若以變數可分離形式求解其結果是否與(6)通解一致(1%)
	是


5. 已知微分方程式為
[image: image52.wmf])
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	步驟
	題目敘述
	作答欄

	(1)
	判斷此為何種類型微分方程式（Clairaut、Bernoulli 或 Riccati）(2%)
	此為 Bernoulli 方程式。

	(2)
	判斷線性或非線性(2%)。
	此為非線性微分方程式。

	(3)
	請寫成標準形
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	(4)
	設變數
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	(5)
	判斷此為一階線性方程並求積分因子μ(x) (2%)。
	積分因子μ(x): μ(x) = 
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	(6)
	同乘積分因子後求解，並代回
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	通解：
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	(7)
	本題可否用變數可分離形式求解(1%)
	是

	(8)
	若以變數可分離形式求解其結果是否與(6)通解一致(1%)
	是


6. 試解下列各微分方程

(1) 
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	步驟
	題目敘述
	答案

	(1)
	展開觀察結構，嘗試湊成兩個「全微分」的形式。(4%)
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	(2)
	為了讓各部分成為全微分，將整式乘以 x後對等式兩邊積分求通解(4%)
	通解：
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(2) 
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	步驟
	題目敘述
	作答欄

	(1)
	將方程式兩邊同乘 x，並移項使左邊出現 x dy− y dx(3%)
	
[image: image64.wmf]3

(1ln)

xdyydx

xyxdx

+

-=



	(2)
	為了導入可積分形式，將兩邊同除 y3/x。(3%)
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	(3)
	對等式兩邊積分。最後化簡與整理出通解。(2%)
	通解：
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(3) 
[image: image67.wmf]0

3

4

)

(

2

2

2

=

+

¢

+

¢

y

y

xy

y

x

 
	步驟
	題目敘述
	作答欄

	(1)
	觀察此式含有
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並列出u 的二次方程(2%)
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	(2)
	將u 的二次方程進行因式分解(2%)。
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	(3)
	因此有兩組情況
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, a > b求a, b(1%)
	a=3,  b=1

	(4a)
	代回
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	(4b)
	代回 
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	(5)
	將兩組解合併成一式得通解(1%)。
	​通解：
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