國立臺灣海洋大學河海工程學系2025工程數學(一) 第二次大考參考解答(總分為120分)
日期: 2025.11.11 18:00-21:00 考試地點:河工一館二樓  2AB聯合考題 範圍:二階ODE
命題老師: 李應德、陳正宗 助教: 高聖凱、周彥廷、陳迎鎬、金尙平、詹于葶、游以暄、黃家畯
系級：                   學號：                   姓名：            
1. 給ㄧ單自由度振動系統，其控制方程式為 
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，已知相關參數 如下表所示，試問其所對應之位移圖為何? (12%)

	
	系統參數
	外力
	初始條件
	位移圖
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2. 考慮下述六條微分方程式(a)
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試完成下表(12%)
	方程式
	特徵值 λ
	通解形式 y(t)
	t→∞時的主導項
	圈選出t→∞時行為

	​​(a)​​
	λ=±1
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	(無窮大/週期性振動/衰減至零)
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	λ=±i
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	​​(c)​​
	λ=1(重根)
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	λ=−1(重根)
	
[image: image50.wmf]t

t

te

c

e

c

t

y

-

-

+

=

2

1

)

(


	t
[image: image51.wmf]t

e

-


	(無窮大/週期性振動/衰減至零)

	​​(e)​​
	
[image: image52.wmf]2

1

±

=

l


	
[image: image53.wmf]t

t

e

c

e

c

t

y

)

2

1

(

2

)

2

1

(

1

)

(

-

+

+

=


	
[image: image54.wmf](12)

t

e

+


	(無窮大/週期性振動/衰減至零)
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	(無窮大/週期性振動/衰減至零)


3. 給ㄧ非齊次線性微分方程
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，已知此微分方程的兩個補解為
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 (1) 透過以下表格三種作法求常數
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為何? (10%)
	步驟
	題目敘述
	作答欄

	1-1方法一

求
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	方法一：特徵方程法(3%)
1. 判斷特徵根結構（重根?）
2. 寫出特徵方程
3. 與通式 m(m−1)+am+b=0比較係數
	1. 特徵根：m= -1​(重根) 
2. 特徵方程：  
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3. 比較係數得：
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	1-1方法二
求
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	方法二：補解代入聯立法(3%)
1. 將 
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2. 將 
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代入齊次方程，得另一a, b線性關係式
3. 解聯立方程組
	1. 代入
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2. 代入
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3. 聯立得 a=3​, b=1​

	1-1方法三
求
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	方法三：朗斯基行列式法(3%)
1. 計算 
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2. 列出朗斯基的微分方程​並求a
3. 利用
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3. 代入
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	1-2
	請問你最喜歡哪一種方法Tell me why?回答我！(1%)
	這題有寫就給分


(2)以變數變換，令
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，試完成以下表格(10%)
	步驟
	題目敘述
	作答欄

	2-1
	變數變換(3%)
1. 求導 
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2. 代入化簡得 Y(t)的 ODE
	1. 
[image: image89.wmf]()()

xyxYt

¢¢

=

 
[image: image90.wmf]2

()()()

xyxYtYt

¢¢¢¢¢

=-+


2. 轉換後方程式：
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	2-2
	​​求齊性解 
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1. 特徵根 λ
2. 
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	1. 特徵根：
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2. 齊性解：
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	2-3
	求特解 
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1. 判斷特解形式
2. 比較係數求 A
3. 帶入A 得
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	猜測特解形式：
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	2-4
	1. 寫出轉換後ODE的完整通解
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2. 將變數 t以 lnx代回，得到原問題的最終解 y(x)。
	完整通解：
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4. 試求下述微分方程之通解 
  (1) 
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	步驟
	題目敘述
	作答欄

	1-1
	【寫出特徵方程】​​ (2%)
此為常係數線性齊性ODE，應假設解的形式為
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請寫出將其代入ODE後所得的特徵方程。​提醒​：代入後可約去
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	1-2
	【因式分解特徵方程】​​ (2%)
請因式分解此特徵方程。​引導​：可嘗試有理根檢驗，例如 λ=1是否為根。若是，則 (λ−1)為其因式。
	因式分解結果：
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	1-3
	【求解特徵根】​​ (1%)
求解特徵方程的所有根。​ 
	特徵根 
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	1-4
	【寫出通解】​​ (1%)
根據特徵根的類型，寫出此微分方程的通解。
	通解 y(x)=
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(2) 
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	步驟
	題目敘述
	作答欄

	2-1
	【求特徵根及齊性解 
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	特徵根：λ=3,3​(重根) 
齊性解 
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	2-2
	【計算朗斯基行列式】​​(1%)
透過
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	2-3
	【求參數
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	2-4
	【積分求
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	2-5
	【寫出完整通解】​​ (1%)
寫出特解
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	通解
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  (3) 
[image: image139.wmf]0

)

2

(

=

+

¢

+

+

¢

¢

y

y

x

y

x

 (7%)

	步驟
	題目敘述
	作答欄

	3-1
	【假設為全微分形式】(2%)
1. 設
[image: image140.wmf]10
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2. 與原方程比較係數。
	1. 導數結果: 
[image: image141.wmf]1100

()[()()]()

bxybxbxybxy

¢¢¢¢¢

+++


2. 比較得：
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	3-2
	【求解係數與積分】(2%)
1. 由上式求
[image: image149.wmf]0
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2. 寫出積分後的ODE。
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2. 積分得ODE: 
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	3-3
	【求積分因子】​​ (2%)
上式是一個一階線性ODE。請將其化為標準形式
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	3-4
	【求解得最終通解】​​ (1%)
利用積分因子求解此一階ODE，得出最終通解。
	通解
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[image: image159.wmf]0

36

)

12

9

(

)

4

3

(

2

=

+

¢

-

+

¢

¢

-

y

y

x

y

x

 (7%)

	步驟
	題目敘述
	作答欄

	4-1
	【進行變數變換】​​ (2%)
令 
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	4-2
	【化簡得新ODE】​​ (2%)
將上述關係代回原ODE，並化簡，得到一個以
[image: image167.wmf]t

為自變數的新ODE。​引導​：
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	4-3
	【求指標方程】​​ (1%)
此為歐拉-柯西方程。假設解的形式為 
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，代入後求得其指標方程。​提醒​：代入後會約去
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	指標方程：
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	4-4
	求解指標方程，得到 
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	4-5
	​​【寫出最終通解】​​(1%)
根據 
[image: image175.wmf]m

為共軛複根，寫出 
[image: image176.wmf](
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代換回
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5. 已知微分方程式 
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請根據以下引導完成表格。
第一部分：求參數 a 的值​已知 
[image: image182.wmf]ax
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為上述微分方程對應齊次方程的一個補解（特解）(7%)
	步驟
	題目敘述
	作答欄

	1-1
	【代入齊次方程】​​ (3%)
首先，將 
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	【整理多項式並令係數為零】​​ (3%)
將上式整理為關於 
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的多項式。由於該等式對所有 
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	二次項係數：: 
[image: image193.wmf]2

0

aa

-=


一次項係數：
[image: image194.wmf]2

320

aa

-++=


常數：
[image: image195.wmf]2

230

aa

+-=



	1-3
	【求解參數 a】​​ (1%)
令 
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的一次項係數和常數項均為零，建立方程組並求解 
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第二部分：求另一個線性獨立的補解 
[image: image199.wmf]2
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	題目敘述
	作答欄
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	【寫出齊次方程的標準形式】​​ (2%)
將齊次方程化為標準形式 
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	【透過
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的微分方程並求解 
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	【建立關於 
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	【求解 
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第三部分：求原非齊次方程的通解​(6%)
已知齊次解為 
[image: image226.wmf]1
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，使用參數變異法求非齊次方程的特解 
[image: image228.wmf]p
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，並寫出通解。
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	題目敘述
	作答欄
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	【計算朗斯基行列式 
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	【求參數 
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	【積分求 
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	【求特解】​​ (1%)
將 
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6. 已知單自由度振動系統其數學表示為 
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質量塊 
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步驟進行分析。(1) 此系統的自然振動頻率
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	步驟
	題目敘述
	作答欄

	1-1
	【建立系統方程】(1%)
將給定的參數 
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	1-2
	【求解自然頻率】(1%)
無阻尼自然振動頻率 
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(2) 當
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時，其解為何?此時外力對系統造成何種運動行為? (8%)

	步驟
	題目敘述
	作答欄

	2-1
	【判斷運動行為】(2%)
比較外力頻率 
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。兩者是否相等，且阻尼為0，此時系統的運動行為為何？ 
	運動行為：激發

	2-2
	其對應之位移圖與第1題(a)~ (j)之中哪幾張最相近(2%)
	(f)

	2-3
	【求齊性解 
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齊性解：
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	【求解特解 
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[image: image278.wmf]1

sin2

6

p

yt

=



	2-5
	【組合通解並代入初始條件求出最終解】(1%)
寫出完整通解
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 (3) 當
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時，其解為何?此時外力對系統造成何種運動行為? (8%)

	步驟
	題目敘述
	作答欄

	3-1
	比較外力頻率 
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與自然頻率
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。兩者是否相等，且阻尼為0，此時系統將發生何種現象？(2%)
	運動行為：共振​

	3-2
	其對應之位移圖與第1題(a)~ (j)之中哪一張最相近(2%)
	(j)

	3-3
	非齊次項為
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，應如何假設特解形式？(2%)
	假設特解：
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	【求解特解
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	【求出最終解】(1%)
寫出完整通解 
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(4) 當
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此時外力對系統造成何種運動行為? (4%)
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	題目敘述
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	比較外力頻率 
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	運動行為：拍擊​
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	其對應之位移圖與第1題(a)~ (j)之中哪一張最相近(2%)
	(i)
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