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摘 要 

方形、圓形，橢圓形薄膜振盪模式的比較，以及橢圓幾何的介紹。 

 

一、 前言 

薄膜振盪問題在數學物理領域裡是個很經典

的問題，幾乎所有的數學物理課本都對二維方形以

及圓形的薄膜振盪有詳盡的介紹，所以本文並不著

重於介紹方形及圓形薄膜。事實上圓形薄膜振盪模

式的研究在 1764年時 L. Euler已經確定了圓形振

盪模式可以用 Bessel functions的線性組合來表

示，然而不同幾何形狀的薄膜，如橢圓形的薄膜還

是具有一些有趣的現象值得去深入的探討。 

橢圓幾何的研究可追溯到 1868年 E. Mathieu

的研究[1]。他引進了這個後來以他的名字命名的特

殊方程式，並且發現橢圓形薄膜的振盪模式可以寫

成Mathieu functions的線性組合。有關橢圓這類問

題的文獻只有在一些特殊的書才有簡短的敘述，較

少完整的介紹，所以本文的另一個主題將放在以

Mathieu functions來分析橢圓形薄膜的振盪模式。 

 

二、方形薄膜 

方形薄膜振盪模式不含時間的波函數 
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圖一、(1,1) 

 
圖二、(1,2) 
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圖三、(1,3) 

 
圖四、(2,1) 

 
圖五、(2,2) 

 

圖一到圖五為方形薄膜不同的單一模式振盪

的波函數圖形，圖一、圖三、圖四以及圖二、圖五

分別以密度圖及等高線圖呈現，白色代表波函數值

為正，顏色越亮表示值正的越大，黑色代表波函數

值為負，顏色越暗表示值負的越大，數對 ( )標
示為以該種模式振盪。 

mn,

 

三、圓形薄膜 

圓形膜振動所滿足之波動方程式： 
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(極座標) 
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m階 Bessel’s eq. 

其規則解為： 
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m階 Bessel 函數[2] 

邊界要求  0)( =aJ m α
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nmk  為  第 n 個根(解、節點)  圓形

膜振動模式(不含時間)之一般解： 
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圖六、(0,1) 

 
圖七、(1,1) 

 

 
圖八、(2,1) 

 
圖九、(2,2) 

 
圖十、(3,1) 
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圖十一、(3,2) 

 
圖十二、(4,2) 

 
圖十三、A*(5,1)+B*(0,3) 

 

圖六到圖十二為圓形薄膜不同的單一種模式

的波函數密度圖，數對 ( 標示振盪模式為第 m

階 Bessel function，邊界為第 n個節點。圖十三為

兩種模式作線性組合的波函數圖形，A、B為線性

組合的係數。 

)nm,

 

四、橢圓形薄膜 

橢圓形薄膜依然符合波動方程式(2)，而為契

合橢圓形的邊界我們可以令 

( ) ( )ηξ coscoshfx =                   (8) 

( ) ( )ηξ sinsinhfy =                    (9) 

定義域為 

∞<≤ ξ0 ，0  πη 2<≤
Laplacian operator的廣義座標表示方式為 
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令 ， 可推得 ξ=1q η=2q

( )ηξ 2cos2cosh
2
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我們可以很輕易的得到 Laplacian operator的橢圓

座標表示方式 
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在這裡波函數 

( ) ( ) ( ) ( )tTRt ηξηξψψ Θ== ,,          (13) 

利用分離變數我們可以得到以下三個微分方程式 

( ) ( ) 022 =+′′ tTvktT                   (14) 

( ) ( ) ( ) 02cosh2 =−−′′ ξξαξ RqR        (15) 

( ) ( ) ( ) 02cos2 =Θ−+Θ ′′ ηηαη q        (16) 

這裡 為分離變數常數，α
4

22 fk
=q 。 

輕易得到(14)式的解為 

( ) ( )δω += ttT cos                   (17) 

這裡定義 。 kv=ω
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而(15)，(16)式則分別為 Modified Mathieu 

Equation (MME)，以及 Ordinary Mathieu Equation 

(OME)，其解分別為 Modified Mathieu Functions 

(MMF)，以及 Ordinary Mathieu Functions (OMF)。 

以下我們介紹如何求得Mathieu Equation的

解。 

我們必須要求 OME(16)式為一週期性函數，

週期為 。那麼 則會滿足Mathieu functions的

特徵值；如果函數是對稱的，將滿足 even Mathieu 

functions的特徵值 ，( ，若為

反對稱則滿足 odd Mathieu functions的特徵值

， 。下標 為階數。 
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接著如何求特徵值就變成我們做重要的工作

了。我們將(14)式作 Fourier級數展開[3][4][5] 
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可將(18)式分成以下兩部分 
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(19)及(20)式分別為第 階的 even Mathieu 

function，以及第 r 階的 odd Mathieu function。 

r
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將(19)、(20)式代入(16)式我們可以得到特徵值

、 與 Fourier係數 、 的遞歸關係。我

們分別討論 為偶數及奇數的情形 
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為了讓上述的遞歸關係有週期解，特徵值必須滿足

下列的連續分數 
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在這裡 
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既然特徵值可由(28)式到(31)式求得，而利用遞歸

關係也可求得 Fourier 係數 、 ，最後 OMF

可表示為 
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從 sine及 cosine級數的正交性質我們可以發現

OMF( ce 及 )也具有正交性質 r 1+rse
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將(35)式到(38)式分別代入(39)式可得到歸一化關
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而(15)式MME的求解可從(16)式OME中作變數變

換 ξη i= 即可求得，從(35)式到(38)式可得 
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( )ξ,qCer 、 分別為第 階的 even 

modified Mathieu function，以及第 階的 odd 

modified Mathieu function。 
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最後我們可以求得空間部分的波函數為 
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( ηξ ,,nrU 可分為 

even mode o ， ( ) ( ) ( ηξηξ ,,,, qceqCeU rrnr =

odd mode e ， ( ) ( ) ( ηξηξ ,,,, qseqSeU rrnr =

結合(17)式我們可以得到完整的波函數 
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其中
4

22 fkq = 。 

圖十四到圖二十七為橢圓形薄膜不同的單一種模

式(even或 odd)的波函數圖形，數對 標示模

式為第 r階Mathieu function，邊界為第 n個節點，

even表示為 even mode，odd表示為 odd mode。圖

二十八為兩種模式作線性組合之後波函數的圖

形，A、B為線性組合的係數，以下圖十四到圖二

十八橢圓形薄膜我們取離心律 e為 0.8。 

( nr, )

 

 
圖十四、even (0,1) 
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圖十五、even (0,2) 

 
圖十六、even (1,1) 

 
圖十七、even (1,2) 

 
圖十八、even (2,1) 

 
圖十九、even (2,2) 

 
圖二十、even (3,1) 
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圖二十一、even (3,2) 

 
圖二十二、odd (1,1) 

 
圖二十三、odd (1,2) 

 
圖二十四、odd (2,1) 

 
圖二十五、odd (2,2) 

 
圖二十六、odd (3,1) 
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圖二十七、odd (3,2) 

 
圖二十八、A*even (1,2)+B*odd (1,2) 

 

五、結果與討論 

橢圓薄膜振盪除了基音振盪 之外，波

函數均可分解成 even mode 以及 odd mode 

；even mode振盪與橢圓的長軸有關，而 odd 

mode則與橢圓的短軸有關，當然這在圓形薄膜並

無差別，所以圓形薄膜振盪的波函數角度部分本文

只選擇角度波函數為 cosine的圖形。 

( 0=r

nr ,

)

eU

nroU ,

特定的 mode 包含了 even mode以及 odd 

mode，分別以不同的特徵頻率振盪，因此顯然地

橢圓薄膜振盪的花紋會隨時間改變，而圓形薄膜的

花紋將不隨時間改變；原因為橢圓薄膜振盪的每一

種 mode均包含了 even及 odd mode。(基音振盪除

外) 

nrU ,

基本上 odd mode的振盪頻率快於 even mode

的振盪頻率，但隨著離心律 e的減少，兩者的振盪

頻率會越來越接近，所以當 e 時，even mode

以及 odd mode的振盪頻率相當於圓形薄膜的振盪

頻率。以下圖二十九為圓形薄膜(1,2)模式以及圖三

十為橢圓薄膜(1,2)模式，橢圓的離心律 e=0.2。 

0→

文章裡我們不僅介紹了方形、圓形薄膜，以及

橢圓形薄膜，也比較了圓形薄膜與橢圓形薄膜的異

同之處，更介紹了如何解析橢圓幾何的方法，以及

橢圓薄膜特徵頻率的求法。橢圓幾何的分析為一求

本徵值與本徵函數的問題，我們希望研究這類本徵

值問題不論是對計算物理的發展或數學物理的教

學都可以有著相當大的助益。 

 

 
圖二十九、圓形薄膜(1,2) 
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圖三十、橢圓薄膜，離心律 e=0.2，

 121212 UUU oe +=
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