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SH波入射时半圆形凸起与凹陷地形的地震动

吕晓棠 , 刘殿魁
(哈尔滨工程大学 建筑工程学院 ,黑龙江 哈尔滨 150001)

摘要 :研究了弹性半空间中半圆形凸起与凹陷相连地形对 SH波的散射问题。将整个求解区域分割

为 2部分 ,在其中分别构造满足边界条件的位移解 ,通过移动坐标使之满足“公共边界”以及半圆形

凹陷表面上的边界条件 ,从而建立起求解该问题的无穷代数方程组。最后 ,给出了地表位移幅值的数

值结果以及凸起地形顶点和凹陷地形最低点处位移幅值的反应谱并进行了讨论。
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Ground m otion of a sem i2cylindr ica l h ill and a sem i2cylindr ica l

canyon caused by inc iden t SH wave

LüXiaotang, L iu D iankui
( School of Civil Engineering, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China)

Abstract: Scattering of SH2wave by a sem i2cylindrical hill and a sem i2cylindrical canyon in half2space was studied.

The domain of solution was divided into two parts, and then the disp lacement solutions that meet the boundary con2
ditions were constructed in them respectively. By moving coordinates, the solutions were conjoined to satisfy the

boundary condition of junction interface and sem i2cylindrical canyon; thereby a set of infinite algebraic equations a2
bout the p roblem can be obtained. Finally, the computational results of surface disp lacement and the response spec2
trum of the amp litudes of the hill peak and the canyon’s lowest point were p rovided and discussed.
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引言

地面几何形状对地震动的影响是地震工程学研究的基本课题之一。地形的变化模式大致有凹陷地形和

凸起地形 2种基本形式。波函数展开法和复变函数法有效地解决了凸起、凹陷地形的散射问题 [ 1～3, 7～10 ]。

对凸起地形通常采用“分区”和波函数展开相结合的方法来解答 [ 3～5, 8, 11～12 ]。文献 [ 5, 6 ]分别研究了多个半

圆形凸起和多个半圆形凹陷与 SH波的相互作用。凸起与凹陷相连地形在自然界中也广泛存在。在修建铁

路的过程中经常会遇到山峰与河谷相连的地形 ,由于山峰与河谷间水平地表的长度与山峰或河谷的半径相

比很小 ,可将其简化为凸起与凹陷相连地形 (如图 1所示 )。因此 ,本问题的研究具有一定的理论意义和应

用前景。

本文研究了弹性半空间中半圆形凸起与凹陷相连地形对 SH波的散射问题。将整个求解区域分割为 2



部分 ,如图 2所示。首先利用文献 [ 3 ]中的辅助函数法 ,在区域 I中构造一个预先满足半圆形凸起地形边界

应力为 0而其余部分位移、应力任意的驻波 ,然后在区域 II中考虑“公共边界”和半圆形凹陷产生的散射波 ,

利用复变函数法和移动坐标法 [ 6, 7 ]使其预先满足水平界面应力为 0的边界条件。最后考虑“公共边界”以及

半圆形凹陷上的边界条件 ,建立求解该问题的无穷代数方程组。

1　问题的表述

半圆形凸起与凹陷地形相连的模型如图 1所示 ,水平地表记为 S,半圆形凸起地形边界记为 C,半径为

a,圆心为 O1 ;半圆形凹陷地形边界记为 S2 ,半径为 R,圆心为 O2 ; |O1 O2 | / a =D。求解该模型对稳态平面 SH

波的散射问题 ,就是要在满足水平边界 S,凸起边界 C和凹陷边界 S2上应力自由的边界条件下 ,求解 SH波

的控制方程。采用“分区”的方法 ,将整个求解区域分割成 2部分 ,如图 2所示。区域Ⅰ为包括边界 C和 C

在内的圆形区域 ;余下部分为区域Ⅱ,包括边界 S、S1和 S2。其中 , C和 S1为 2个区域的公共边界 ,应该满足

应力、位移连续的边界条件。

图 1 半圆形凸起与凹陷相连地形模型

Fig. 1　The model of a sem i2cylindrical hill adjoint

of a sem i2cylindrical canyon

图 2 求解区域的分割

Fig. 2 The division of the solution domain

2　理论

2. 1 控制方程

在各向同性、均匀、连续的介质中研究弹性波的散射问题 ,其最为简单的模型就是反平面剪切运动的 SH

波模型。对于稳态情况 ,位移 W ( x, y, t)要满足运动方程 :
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其中 ,W为位移函数 ,位移函数与时间的依赖关系为 e
- iωt (以下略去谐和因子 e

- iωt )。 k =ω / cs ,ω为位移

W ( x, y, t)的圆频率 ; cs = μ/ρ为介质的剪切波速 , ρ、μ分别为介质的质量密度和剪切模量。

　　应力与应变的关系
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引入复变量 z = x + iy, z = x - iy,在复平面 ( z, z)上式 (1)和式 (2)可表示如下 :
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在极坐标系中 ,应力表达式有 :
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2. 2 辅助问题

2. 2. 1 区域Ⅰ内的驻波
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如图 1所示建立坐标系。在圆域Ⅰ内求解一个驻波解 ,使其满足边界 C上应力自由 , C上应力任意的边

界条件 ,即在复平面 ( z1 , z1 )中 ,

τrz1
=

0 z1 ∈ C

μkW 0

2 ∑
∞

m = - ∞
Cm [ Jm - 1 ( k | z1 | ) - Jm +1 ( k | z1 | ) ]

z1

| z1 |

m

z1 ∈ C
(6)

其中 ,W 0为驻波的最大幅值 , Cm为待求常数。

该驻波解可表示为 :
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相应的应力表达式为 :

τrz1

( st)
=
μkW 0

2 ∑
+∞

n = - ∞
∑
+∞

m = - ∞
Cm

Jm - 1 ( ka) - Jm +1 ( ka)

Jn - 1 ( ka) - Jn +1 ( ka)
am n [Jn - 1 ( k | z1 | ) - Jn +1 ( k | z1 | ) ]

z1

| z1 |

n

(9)

2. 2. 2 区域 II中的散射波

在区域Ⅱ中存在由半圆形凹陷 S j ( j = 1, 2)产生的散射波 W s j

( s)
,即 :

W s j

( s)
= ∑

2

j =1

W s j

( s) ( j = 1, 2)　　　　　　 (10)

构造散射波 W s j

( s)
,使其满足水平表面 S上应力自由的边界条件。由 SH波散射的对称性和多极坐标

法 [ 6, 7 ]知 ,在复平面 ( z1 , z1 )中 , W s j

( s)可表示为 :
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相应的应力为 :
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其中 , dj是以 O1为原点时第 j个 ( j = 1, 2)半圆形凹陷中心的复坐标。

在复平面 ( z2 , z2 )中 , W s j

( s)可表示为 :
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相应的应力为 :
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其中 , d′j是以 O2为原点时第 j个 ( j = 1, 2)半圆形凹陷中心的复坐标。

2. 2. 3 入射波和反射波

在复平面 ( zj , zj )上 ,入射波和反射波可写为 :

W ( z j, z j)
( i)

= W 0 e
ik
2 [ ( z j- d1) e iα+ ( z j- d1) e - iα] (15)
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W ( z j, z j)
( r)

= W 0 e
ik
2 [ ( z j- d1) e - iα+ ( z j- d1) e iα] (16)

其中 , d1为以第 j个 ( j = 1, 2)半圆形凹陷圆心为原点时第一个半圆形凹陷中心复坐标 , d1为其共扼。相应

的应力可表示为 :

τ( i)
rz j

= iμkW 0 co s(θj +α) e
ik
2 [ ( z j- d1) e iα+ ( z j- d1) e - iα] (17)

τ( r)
rz j

= iμkW 0 cos (θj -α) e
ik
2 [ ( z j- d1) e - iα+ ( z j- d1) e iα] (18)

2. 2. 4 边界条件及定解方程组

将 2个区域装配起来 ,在复平面 ( z1 , z1 )中满足公共边界 C (S1 )上应力、位移连续的边界条件 ;同时在复

平面 ( z2 , z2 )中满足 S2上应力自由的边界条件。可得到定解方程组 :

W ( z1, z1)
( st)

= W ( z1, z1)
( i)

+W ( z1, z1)
( r)

+W s1, ( z1, z1)
( s)

+W s2, ( z1, z1)
( s) 在 S1上
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+τrz1
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+τrz1, s1

( s)
+τrz1, s2

( s) 在 S1上

τrz2

( i)
+τrz2

( r)
+τrz2, s1

( s)
+τrz2, s2

( s)
= 0 在 S2上

(19)

将位移和应力的表达式带入式 (19) ,然后在方程两边同时乘以 e - inθ
,并在区间 ( -π,π)上积分 ,即得到

决定未知系数 j
Am , Cm ( j = 1, 2)的无穷代数方程组。

2. 3　地面位移幅值

研究半圆形凸起与凹陷相连的地形对 SH波散射的影响 ,就要求给出水平面上任一观察点上地震动变

化与 SH波的波数η、入射角α的关系。对稳态 SH波而言 ,如果求得了观察点处的位移量 ,即可求出该点的

加速度值 ,这对地震工程是至关重要的。

弹性半空间区域Ⅱ中的总波场可以写成 :

W
( t)

= W
( i)

+W
( r)

+W
( s)
s1

+W
( s)
s2

(20)

入射波波数为 :

ka =ωa / cs (21)

或者

ka = 2πa /λ (22)

其中 ,λ为入射波的波长 ,或写为 :

η = 2a /λ (23)

3　算例与结果分析

作为算例 ,如图 1所示 ,在坐标系 ( z1 , z1 )中给出 R / a = 1. 0和 R / a = 0. 5两种情况下 , SH波以不同波数

η,不同入射角α入射时地表位移幅值的变化情况。 x / a = - 1点代表凸起地形与水平面相交处的几何位置 ,

x / a = 1点代表半圆形凸起与凹陷相接点 ; | x / a | < 1代表凸起地形表面上各点。在图 3中 , 1 < x / a < 3代表

凹陷地形表面上各点 , x / a = 3点代表凹陷地形与水平面相交处的几何位置 , x / a < - 1和 x / a > 3代表水平表

面上诸点的位置。在图 4中 , 1 < x / a < 2代表凹陷地形表面上诸点的位置 , x / a = 2点代表凹陷地形与水平面

相交处的几何位置 , x / a < - 1和 x / a > 2代表水平表面上诸点的位置。

(1)图 3、图 4分别给出 R / a = 1. 0, R / a = 0. 5时 , SH波以不同波数η,不同入射角α入射时 ,地表位移幅

值│W
( t) │的变化情况。由图可见 ,η = 0. 1的准静态情况下 , R / a值越大 ,水平地表和凸起、凹陷地形表面

位移幅值受入射角度的影响越明显。当 R / a = 1. 0时 ,随入射角的减小 ,地表位移幅值逐渐增加 ,α = 0°时凸

起部分位移幅值│W
( t) │约为 2. 75,而α = 90°时│W

( t) │≈ 2. 3,大约提高 20%左右 ;当 R / a = 0. 5时 ,这种

影响仍然存在 ,但不明显。当α = 90°时 ,不论 R / a为何值 ,与无凸起完整半空间表面上的位移幅值 2. 0相

比 ,地表位移幅值均提高 10%以上。当η = 0. 25,即仍属低频状态的情况下 ,凹陷的存在对凸起地形及凸起

左侧水平地表的位移幅值有较大影响 ,随 R / a值的增大 ,影响渐趋明显。R / a = 1. 0,α = 0°时 ,凸起部分位移

幅值│W
( t) │可达 3. 6,与半空间中单一凸起地形的位移幅值 2. 5

[ 4 ]相比 ,提高约 44%。η = 0. 75, 1. 25时 ,

R / a值的大小对凸起部分位移幅值的影响并不明显 ;而随 R / a值的增大 ,凹陷地形本身表面位移幅值变化愈

加激烈。
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图 3 R / a = 1. 0时地表位移幅值随 x / a的变化

Fig. 3 Variation of surface disp lacement amp litudes with x / awhen R / a = 1. 0

图 4 R / a = 0. 5时地表位移幅值随 x / a的变化

Fig. 4 Variation of surface disp lacement amp litudes with x / awhen R / a = 0. 5
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图 5 凸起顶点位移幅值反应谱

Fig. 5 Response spectrum of disp lacement amp litudes

图 6 凹陷最低点处位移幅值反应谱

Fig. 6 Response spectrum of disp lacement amp litudes of

hill peak of canyon’s lowest point

图 7 R / a = 0. 5时地表位移三维图

Fig. 7 Surface disp lacement amp litudes of

three dimensions when R / a = 0. 5

图 8 R / a = 1. 0时地表位移三维图

Fig. 8 Surface disp lacement amp litudes of

three dimensions when R / a = 1. 0

(2)图 5、图 6给出 SH波垂直入射时 ,半圆形凸起地形顶点及半圆形凹陷地形最低点处位移幅值的反应

谱。由图 5可知 ,当 D = 400时 ,即半圆形凸起与凹陷圆心间距为凸起半径的 400倍时 ,凹陷地形对凸起部分

表面位移的影响可以忽略 ,凸起顶点位移幅值谱的变化规律与文献 [ 3 ]一致。凸起与凹陷地形相连时 ,在η

= 0. 5～1. 0和η = 1. 25～1. 75的频段内 ,凸起地形顶点位移受凹陷地形的影响比较明显 ,当η = 1. 25～1. 75

时 , R / a值越大 ,凸起地形顶点位移幅值提高也越大。η = 1. 5, R / a = 1. 0时 ,凸起顶点位移为 3. 56,比 R / a =

0. 5时凸起顶点位移 3. 2提高约 10%。由图 6可知 , R / a值较小时 ,凹陷地形最低点处位移幅值随η的增大

呈现明显的振荡趋势 ,在η = 0. 5～2. 0频段内 ,变化尤为激烈。

(3)图 7、图 8给出了 SH波垂直入射 ,即α= 90°时 , R / a = 0. 5, R / a = 1. 0两种情况下地表位移│W
( t) │

变化的三维图形。分别给出了地表位移最大幅值出现的位置与频率 ,建立了地表位移幅值变化的空间形象。

4　结论

(1)在低频状态下 ,凹陷地形的存在对凸起地形表面位移幅值有较大影响 ,且 R / a值越大影响越明显。

η = 0. 25, R / a = 1. 0,α = 0°时 ,由于凹陷的影响 ,凸起地形表面位移幅值可比半空间中单一凸起地形表面位

移幅值提高 44%。η = 1. 0的准静态情况下 , R / a值越大 ,随入射角的减小 ,凸起地形表面位移幅值增加明
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显。在η = 0. 75, 1. 25的高低频状态下 ,凹陷地形对凸起部分位移幅值的影响并不明显 ,而随 R / a值的增

大 ,凹陷地形本身表面位移幅值变化激烈。

(2)在η = 0. 5～1. 0和η = 1. 25～1. 75的频段内 ,凸起地形顶点位移受凹陷地形的影响比较明显。η =

1. 5, R / a = 1. 0时 ,凸起顶点处位移幅值可比半空间中单一凸起地形顶点处位移幅值提高 24%。对于凹陷

地形 ,在η = 0. 5～2. 0频段内 ,其最低点处位移幅值随η的增大呈现明显的振荡趋势。
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