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一、研究動機(含擬解決的問題) 

    對於實際工程問題而言，其定義域的幾何形狀非常的複雜，解析解往往不容

易求得。因此，我們必須藉由一些數值方法，如：有限差分法、有限元素法與邊

界元素法，來近似求解我們所要知道的場量。根據所使用的方法不同，其背後所

需的數學基礎與解題邏輯也不盡相同。最早為工程師使用的是有限差分法，該法

是以差分原理為基礎，針對我們欲求解的領域作切割，求得我們欲知的場量。而

有限元素法則以最小勢能法與變分理論為基礎，將欲求解的領域切割成許許多多

元素，元素與元素間滿足力平衡與位移連續來求解出整個場量。此兩法有個共通

點是均須對欲解的領域作切割，然後一次求得整個領域的場量。而邊界積分方程

(或邊界元素法)，則是以功能互換法為其理論基礎，積分方程為其架構，將體積

分轉成面積分，面積分變成線積分。就空間維度而言，邊界元素法少了一個維度。

因此避免了領域切割，而只需要對其邊界作切割。。而近年來，無網格法頗為盛

行，該法不需針對領域或者問題表面作切割，也不需作積分的運算，只需在欲求

解的問題表面佈上幾個點，藉由點與點間的距離影響關係作運算，即能求得欲知

的場量。做法簡單，因此廣為流行。近年大量老舊結構物急需診斷，工程師就如

同醫師一樣對其作健康檢查。就臨床醫學角度而言，前兩者(有限差分法與有限

元素法)類似西醫，需動手術開刀將身體內部(領域 domain)切割來治療疾病；而

後兩者(邊界元素法與無網格法)則是中醫療法，邊界元素法就像是中醫裡的把

脈，在人的手腕表面(邊界面 boundary surface)聽診就可知道身體有什麼狀況，

然後對症下藥且藥到病除。而無網格法則是屬於針灸療法， 僅須針對穴道(邊界

點 boundary node)作針灸，就可以減少疼痛。不同療法皆有其信奉者，到底是西

醫好或者是中醫佳? 無一定論。我們在此不作以矛攻盾或以盾防矛之傻事亦不老

王賣瓜自賣自誇的吹噓。關鍵在於身體有什麼狀況(欲解問題 solved problem)，

對症下藥，使用適合的療法(數值方法)，就可得最好的治療效果。因此近年來有

所謂中西合璧之醫療法，就類似有限與邊界的聯合法一樣。 

 

二、計畫內容說明 

    作者於 1986 年與台大洪宏基教授導得超奇異邊界積分方程式，配合奇異邊

界積分方程式，開創對偶邊界元素法。成功地應用在裂縫問題、薄翼理論、以及

熱傳、滲流、外域、聲場等問題上。英國已有公司根據我們的理論開發大型商用

程式，廣為工業界所採用，如圖一與圖二所示。其後，觀念又延伸至無網格法，

在無網格法處理了，一、二維與三維聲場問題。近年來，為了克服邊界元素法本 



 

圖一 套裝軟體封面說明 (WIT/UK 提供) 

 

 

圖二 套裝軟體內容說明(WIT/UK 提供) 



身產生的一些缺點如：需將邊界做切割、會有邊界層效應、必須計算奇異與超奇

異積分、⋯等，於是我們更使用邊界積分方程配合退化核與傅立業級數，成功求

解含多圓型孔洞或置入物問題，並且克服了上述的缺點。這些年來，我們研究團

隊，使用了對偶邊界元素法、無網格法與邊界積分方程法，針對許許多多的問題，

包含了拉普拉斯、赫姆茲、雙諧和與雙赫姆茲方程等均有做一些探討，也應用到

求解含置入物、壓電材料等問題，均能得到滿意之結果。在國科會十餘年來的經

費支助下，以 NTOU/MSV 所發表的 SCI 論文已超過百篇且已有四百三十多篇

論文引用過我們的研究成果，在此作一回顧與報告一些成功的案例。 

 

三、研究成果的主要貢獻或突破 

1. 航空方面： 

作者於九零年代與王政盛博士將小板法(即為邊界元素法)應用到飛機的流

場分析。如圖三所示為戰鬥機的網格示意圖，圖四為邊界元素法所得之流場分

析圖。 

 

 

 

圖三 戰鬥機表面網格示意圖 



 

圖四 流場示意圖 

 

另一例子則為彈體 V-band 結構的裂縫成長預測應用。如圖五所示 V-band 結構的

示意圖，圖六則為 V-band 結構的幾何資料說明。 

 

 

圖五 彈體 V-band 結構示意圖 

 



 

圖六 彈體 V-band 結構幾何外型 

 

在此，我們也應用到火箭應力消除塊的裂縫成長分析。圖七(a)為火箭結構示意

圖，圖七(b)則為裂縫成長預測分析，圖七(c)則為實驗結果。 

 

圖七(a) 火箭結構示意圖 

圖七(b) 成長路徑(預測) 

圖七(c) 成長路徑(實驗) 
 



2.退化邊界分析： 

    過去針對退化邊界問題的分析，許多學者都是採用領域切割法來探討此類的

問題，如圖八所示。將原本的問題，切割成兩個領域來做討論。而在連接的邊界，

則必須滿足位移連續與力平衡。但此一作法，需將問題變成多領域來做分析討論， 
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圖八 多領域分割法 

 

圖九 三種方法求解共振頻率結果比較圖 



此法甚為麻煩。如欲解問題裡有多個退化邊界，則需切割成許許多多的子領域，

在求解上問題會變的更為麻煩。因此，我們使用了對偶邊界元素法來求解，問題

領域不需被切割，但需引入超奇異式，方可準確分析求得結果。近年來，我們更

將此法改進到既不需對領域切割，也不需使用到對偶式的超奇異積分方程即可求

解，關鍵在於引入奇異值分解法的技巧，其結果如圖九所示。 

 

3.退化問題 

    主持人將邊界元素法中退化邊界、退化尺度、外域虛擬頻率問題與多連通假

根問題統一成秩減(rank deficiency)的數學現象。根據 Fredholm 二擇一定理與奇

異值分解法的補充行與補充列技巧，提出一套暸解與解決此類數值問題的統一理

論。主持人亦於 2002 年 7 月在維也納舉行四年一次的第五屆國際計算力學會

議，對此主題為”邊界元素法中退化問題”，作半小時的專題講座(keynote 
lecture)。如上ㄧ節所述，即為退化邊界問題，當問題邊界薄到僅剩一條線，即

為退化邊界。圖十為退化尺度說明，當欲求解的問題領域大小到某一特定尺寸

時，積分方程(邊界元素法)會產生解不唯一的現象。此特定尺寸即為退化尺度。

圖十一為外域虛擬頻率問題，在求解外域問題中，在某些特定的頻率會產生數值

不穩定現象。此一現象是因數值方法而引起，而非物理問題本身所產生，此稱虛

擬頻率問題。在內域多連通問題中，當其在某些特定頻率會產生數值共振現。在

真實物理現象中，並不會產生。而這些特定頻率，恰巧為其所對應單連通問題時，

所產生的真實共振頻率，此即為多連通假根問題，如圖十二所示。 

 

圖十 退化尺度問題 
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圖十一 外域聲場之虛擬頻率問題 

 

圖十二 內域多連通假根問題 

微機電元件之分析研究： 

電子元件上分析模擬應用：除了分析電子元的電子元件，例如：微帶結構、



平行板電容器與多層介電質材料內含金屬片問題進行電位與電場強度分析，而相

關設計參數(例如：間距、介電質組成配方⋯等)對元件物理行為之影響亦會加以

探討。至於在微機電元件上分析件之基本電學操作原理外，也將對偶邊界元素法

在靜電學分析模擬之精確度上進行驗證工作，更針對常見模擬應用層面方面，除

了靜電學於微機電系統致動元件上之應用外，微機電系統分析設計流程與數值分

析模擬之挑戰亦有所涉獵，至於對偶邊界元素法與有限元素法於微機電系統元件

分析適用性之比較亦作了深入探討。此外，以對偶邊界元素法求解微機電系統梳

狀電極之靜電場問題、間距與飄浮力之關係探討、間距暨指寬比及行進距離與驅

動力之關係探討、指寬比暨深寬比與飄浮負荷間之關係探討⋯等，均有相當完整

之分析研究與探討成果。有關 Comb-drive 裝置與網格切割，詳見圖十三與十四

所示。本研究成果已在國際知名 IEEE, J MEMS, JMM ⋯ 期刊發表。 

 

 

 

圖十三 Comb-drive 裝置示意圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖十四 元素切割示意圖 
  

 

近年來，我們亦將我們發展的方法，成功的推展到平面電場與平面力學的壓電材

料分析。 



5.地震工程的應用-盆地效應分析： 

地表上一半圓形山谷盆地，受到一 SH 波影響，針對其盆地效應分析，我們

可看出軟弱土層的盆地效應如圖十五所示，其地表振幅放大結果示於圖十六。 
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圖十五 半圓形盆地示意圖 
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圖十八 流線分
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7.三維空間聲場分析研究： 

對於三維聲場的自然聲頻分析僅由邊上幾點(針灸療法)，即可預測出前三個

共振頻率。圖十九顯示為三維空間聲場之共振頻率分析圖，圖上曲線掉落處所對

應的頻率，即為共振頻率。圖二十為其共振頻率所對應之共振模態圖。 

 

圖十九 三維空間聲場之共振頻率分析 

 
圖二十 共振頻率對應之共振模態分析 



四、結語與展望(含成果的未來的應用性或前瞻性) 

    本文根據我們在海大所發展的方法，實際應用到一些工程問題。所涵蓋領域

非常廣泛，包括微機電、結構、熱傳、水利、大地工程、航空、土木與聲學⋯等。

只要描述物理現象所統馭的數學機制掌握住，吾人不應該畫地自限，認為學結構

就該做與結構相關之研究；學大地就只能接觸土壤與基礎，總以為跨領域是一件

非常困難艱辛的事，釐清其背後控制的數學機制，自然能輕鬆發揮，揮灑自如。

也期望能做到數學與工程結合，讓數學家有工程感覺；而工程師有數學的應用能

力。我們也點出若干商業軟體所做出來的結果並不可靠，甚至是錯的。而其根本

問題，即為數值方法中數學秩降解的不唯一問題。相信這些研究成果將對業界在

使用商業軟體時，能及時提出一個警訊，方能不致誤判結果並做出錯誤的設計。 
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