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摘要 

本研究係以「邊界元素法」來求解一給過定邊界條件之拉普拉斯方程問題。首先對於
各種不同類型的邊界元素法，藉由影響係數矩陣中的條件數來了解在良態問題中矩陣之特
性。進而推廣至拉普拉斯方程之反算問題，探討其影響係數矩陣的病態行為，且對於病態
之反算問題提出結合「捨去奇異值分解法」及「L-曲線」之正規化方法來得到合理解。並
以一數值算例來驗證本研究之正確性及可行性。 
關鍵字：邊界元素法、直接法、間接法、虛假邊界元素法、域外點積分方程、條件數、奇
異值分解法、正規化方法及 L-曲線。 
 

Abstract 
In this paper, the Laplace problem with overspecified boundary conditions was investigated 

by using BEM. First, the condition numbers of the influence matrices for different  BEMs were 
obtained. To understand the ill-posed behavior, the condition number of the influence matrices 
for the well-posed and ill-posed problems was examined for comparison. The reasonable 
solution of the inverse problem was obtained by employing the regularization technique of 
truncated SVD and L-curve. Numerical experiments for a circular case was performed. 
Keyword:  BEM, Direct BEM, Indirect BEM, Fictitious BEM, Null- field equation, Condition 
number, Singular value decomposition, Regularization technique, L-curve. 
 
一、前言 
近年來，反算問題[4]在工程上顯得越來越重要，因為傳統的正算模式雖然已能解決許
多問題。但是，有些實際工程問題是以正算模式所無法描述的。如(1).隧道開挖時，開挖面
的位移及曳引力均可量測，然而前進端資訊則一無所知。(2).如鍋爐之熱傳情形，溫度分佈
之情況，在可量測端，溫度與溫度梯度可掌握，另一端則全不知。(3).人體血液之流動情形，
僅能就局部外表加以量測。(4).鋼筋混凝土之拉拔試驗，位移與拉力在拉拔端均可掌握，埋
入端則一無所知[8]。(5).地盤反算之問題，地表上可量測位移記錄與無曳引力等資訊，地
表下岩層則一無所知等等[2,9]，以上統稱「半盲問題」。 
反算問題的種類有許多種，本研究主要探討的是「給過定邊界條件之反算問題」
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[1,6,8]：在已知的邊界上分有兩種邊界形式，第一種邊界是完全沒有給定任何邊界條件，
第二種邊界是給過定之邊界條件(含勢位與勢位導微)，可靠量測取得全部資訊。針對缺少
邊界條件或給過定邊界條件之反算問題，在數值運算上主要是會有數值不穩定的情形所產
生。若在輸入已知邊界條件資料時若有些許誤差，則運算後之結果將會相差十萬八千里。
反算問題通常是在欲解系統中缺乏某種資訊，如果缺少的資訊越多，則在數學上就越難處
理。 
從數學的角度來看待問題時，以數學定義而言，一般積分方程可分為以下的形式，其
中反算問題亦包含在內： 
Fredholm型積分方程 

第一類 ∫ =
b

a
xpdsssxk )()(),( φ  (1) 

第二類 ∫ =+
b

a
xpdsssxkx )()(),()( φφ  (2) 

Volterra型積分方程 

第一類 ∫ =
x

a
xpdsssxk )()(),( φ  (3) 

第二類 ∫ =+
x

a
xpdsssxkx )()(),()( φφ  (4) 

其中僅 )(sφ 為未知密度函數，其餘皆為已知( a，b， ),( sxk 及 )(xp )，且 ),( sxk 為核函數
(kernel function)， )(xp 為外力函數。Fredholm及 Volterra的第一類問題(1)及(3)皆為病態問
題[3,7]，而二類問題(2)及(4)則因為含有一自由項所以皆為良態之問題。 
阿達馬(Hadamard)對於如何定義良態問題有以下之看法，良態問題必滿足下列三個條
件：(1).解的存在性。(2).解的唯一性。 (3).解的連續性。若不滿足上列之任一條件則會有病
態問題之產生，而矩陣病態行為之產生有兩種可能之情形。一是在處理反算問題時，其矩
陣多為病態矩陣之形式。第二種則是在處理正算問題時，若於推導時為了避開奇異性，如
虛假邊界元素法或零場方程，則亦有面臨病態矩陣之可能[7]。 

 
二、研究方法及步驟 
Ⅰ.影響係數矩陣條件數的建立 
在「邊界元素法」中各種不用的方法所建構出的影響係數矩陣的條件數之比較，其中
包含了「直接法的奇異式( )」、「直接法的超奇異式( LM )」、「間接法的單層勢能(UL )」、
「間接法的雙層勢能(TM )」、「廣義間接法的單層勢能」、「廣義間接法的雙層勢能」、「域
外點積分方程式的單層勢能」、「域外點積分方程式的雙層勢能」，各種方法以二維拉普拉
斯場為例簡述如下： 
直接法： 
奇異式    ∫ ∫−=

B B
sdBstxsUVPRsdBsuxsTVPCxu )()(),(...)()(),(...)(π , Bx ∈  (5) 

超奇異式  ∫ ∫−=
B B

sdBstxsLVPCsdBsuxsMVPHxt )()(),(...)()(),(...)(π , Bx ∈  (6) 

其中 B為定義域 D的邊界， )(xu 為邊界上之單層勢能，
sn
xu

xt
∂

∂
=

)(
)( 則為 )(xu 在法向向量

之導微，而 x及 s分別為場點及源點， ),( xsU 則為滿足 )(2),(2 sxxsU −=∇ πδ 方程式之基本

解， ||ln),( sxxsU −= ，
sn

xsU
xsT

∂
∂

=
),(

),( , 
xn

xsU
xsL

∂
∂

=
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),(  and 
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∂

∂
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方程式中， ... VPC ， ... VPR 及 ... VPH 則分別代表柯西、黎曼及阿達馬主值。而方程式(5)及
方程式(6)合併使用時則稱為「對偶邊界元素法」。 
間接法： 

單層  ∫=
B

sdBsxsUxu )()(),()( φ , ∫=
B

sdBsxsLxt )()(),()( φ , BsDx ∈∈ ,  (7) 

雙層  ∫=
B

sdBsxsTxu )()(),()( ϕ , ∫=
B

sdBsxsMxt )()(),()( ϕ , BsDx ∈∈ ,  (8) 

其中 )(sφ 及 )(sϕ 為在邊界上假想之密度函數，方程式(7)及(8)分別稱為「單層勢能的間接法」
及「雙層勢能的間接法」。 
廣義間接法： 

單層  ∫=
'

)()(),()(
B

sdBsxsUxu φ , ∫=
'

)()(),()(
B

sdBsxsLxt φ ,  ', BsDx ∈∈  (9) 

雙層  ∫=
'

)()(),()(
B

sdBsxsTxu ϕ , ∫=
'

)()(),()(
B

sdBsxsMxt φ , ', BsDx ∈∈  (10) 

其中 'B 為假想之邊界，方程式(9)及(10)分別被稱為「單層勢能的廣義間接法」及「雙層勢
能的廣義間接法」。此方法亦稱「虛假邊界元素法(fictitious boundary element method)」。 
域外點零場積分方程： 

∫ ∫−=
B B

sdBstxsUsdBsuxsT )()(),()()(),(0 , BsDx e ∈∈ ,  (11) 

∫ ∫−=
B B

sdBstxsLsdBsuxsM )()(),()()(),(0 , BsDx e ∈∈ ,  (12) 

其中 eD 為D之補領域。 
以上之方程式離散化後，可成矩陣之形式。以奇異式(5)及超奇異式的直接法(6)來為例，我
們可以得到以下之矩陣形式 

[ ]{ } [ ]{ }uTtU =  (13) 
[ ]{ } [ ]{ }uMtL =  (14) 

其中 [ ]U 、 [ ]T 、 [ ]L 及 [ ]M 為核函數所建構出之影響係數矩陣，而 { }u 和{ }t 則為邊界物理量
所構成之行向量(column vector)。在此，我們將利用圓形退化核的方法來表示其影響係數矩
陣中的每個元素，若場點及源點的配置的位置令為 ),( θRs = 及 ),( φρ=x ，則我們會有以下
之退化核的表示法： 










<−−=

>−−=
=

∑

∑
∞
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∞
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1

)ln(),(

)),(cos()(
1
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),(  (15) 
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
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
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


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



<−=

>−=
=
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−
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xsM
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m
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xsM
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,))(cos(),(

)),(cos(),(
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1 1

1
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 (18) 

如果我們考慮為一邊界為圓，半俓為 ρ之問題，在邊界上均勻的分佈 N2 的元素，則方程
式(13)中的影響係數矩陣 [ ]U 可表示為以下的形式 

[ ]























= −−−

−−

−

0321

3201222

221012

12210

aaaa

aaaa
aaaa

aaaa

U NNN

NN

N

L
MOMMM

L
L

L

 (19) 

而在矩陣 [ ]U 中的每個元素 ma 可表為 

θρθ
θ

θ
dUa

m

m
m ∫

∆+

∆−
=

)
2
1

(

)
2
1

(
)0,(   (20) 

其中
N2

2π
θ =∆ 。而且矩陣 [ ]U 滿足「循環矩陣」及對稱之特性，可表為以下之形式： 

[ ] [ ] [ ] [ ] 12
212

2
22

1
210 )(....)()( −

−++++= N
NNNN CaCaCaIaU  (21) 

其中 

[ ]

NN

NC

22

2

0001
1000

0100
0010

×






















=

L
L

MLOMM
L
L

 (22) 

藉由「循環矩陣」及「單位循環矩陣 [ ] NC 2 」之特性，可推導出矩陣 [ ]U 的特徵值即為 

NNlaaaa n
nlll L ),1(,,2,1,0,)()()( 12

12
2

2
1

10 −±±±=++++= −
− LL αααλ  (23) 

其中 lλ 及 lα 分別為 [ ]U 及 [ ] NC 2 之特徵值。而依循環矩陣 [ ] NC 2 之特性可得到其特徵值及

特徵向量如下所示，滿足 12 =N
lα  

12,,2,1,0),1(,,2,1,0,2/2 −=−±±±== NnorNNne Nni
n KKπα  (24) 

及 










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














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−12

3
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N
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φ
M

 (25) 

則矩陣 [ ]U 的特徵值可簡化為 
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NNleaa
N

m

N

m

mlNi
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lml ),1(,,2,1,0,
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12

0

)2/2( −±±±=== ∑ ∑
−
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−
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Lπαλ  (26) 

又因為對稱之特性 
12,,2,1,0,2 −== − Nmaa mNm K  (27) 

所以可得到下式 

∑ ∑
−

=

−

=

− ∆=++−+=
1

1

12

0

2
0 )cos()()1(

N

m

N

m
mm

mN
l

m
lN

l
l amlaaa θααλ  (28) 

進而得到特徵值 

∑ ∫
−

=

=∆∆∆≈
12

0

2

0
)()cos()()cos(

N

m
l RdUlRmUml

π
θθθθθθλ  (29) 

再者，將退化核引入我們就可以推導出矩陣 [ ]U 的奇異值或特徵值，進而可決定矩陣條件
數如下： 

1σ
σ N

NC =  (30) 

同理，我們也可以得到在不同方法中每個影響係數矩陣的特徵值，如表一所示，進而得到
各種矩陣之條件數。以此推導所得之條件數與邊界元素法之電腦程式(BEPO2D)做一比較，
可得如圖 1~4之結果。由表一所示，在直接法中的[ ]T 含有一個數值為零之奇異值乃是因為

有一剛體運動項所致，所以在求條件數 NC 時是採用
2σ

σ N
NC = ，其餘各方法中若有相同情形

時也採用這樣的方式求條件數。由此表一可得知在元素增多時，各種不同方法的影響矩陣
中條件數之變化特性。 
Ⅱ.反算問題 
掌握各類方法的矩陣條件數後，接著來考慮一定義域 D內滿足拉普拉斯方程式之問
題，如圖 5所示。 
在算例(1)中，在定義域之邊界可區分為兩個部分，在左半圓周之邊界，其已知條件是
給定勢能 )(su ，而 )(su 在法向向量之導微 )(st 則為未知量。而在右半圓周則反之，勢能 )(su

為未知，而 )(st 則為已知量，如此之邊界條件為良態之問題。 
在算例(2)中，定義域之邊界也如同算例(1)一樣可區分為兩個部分，在左半圓周之邊
界，其已知條件是給定勢能 )(su 跟 )(su 在法向向量之導微 )(st ，而在右半圓周則兩者皆是
未知量，而這樣的邊界條件就是病態之問題。 
當我們利用邊界元素法的奇異式的直接法來處理病態或良態之問題時，方程式(13)可
以表為 

















=
















u
u

DC
BA

t
t

DC
BA

TT

TT

UU

UU  (31) 

其中矩陣係以已知量( tu, )及未知量( tu, )之個數來做分割，分為 DCBA ,,, 四部分，再
依已知及未知量來做一重新排列組合，表示如下： 

















−
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=















−
−

t
u
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u
t

DD
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UT

UT

TU

TU  (32) 

可化簡如下 
[ ]{ } [ ]{ }qMpM bA =  (33) 
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在等號左手邊的行向量 { }p 為未知量，右手邊行向量{ }q 則由已知量 )(su 跟 )(st 所組成，
[ ]AM 及 [ ]BM 為對應已知量及未知量之子矩陣所組合而成。而矩陣形式又可簡化為以下： 

[ ]{ } { }bxA =  (34) 
其中 [ ]A 為影響係數矩陣，{ }x 為欲求之未知行向量，{ }b 則為由重新排列過之矩陣與所有的
已知量所相乘而得之行向量。良態的問題中，藉由搬移矩陣中的區塊來解決問題，不會有
數值不穩定之情形。但在病態問題中，往往會導致極大的誤差，因為在病態問題中的矩陣
[ ]A 通常是含有病態行為，所以我們必須先將矩陣做一正規化的動作，來改善矩陣病態行
為。 
Ⅲ.正規化技巧 
利用「奇異值分解法」之技巧且結合「L-曲線」[2,5]之觀念，來做為解決矩陣病態行
為之正規化方法。若利用奇異值分解法則矩陣 [ ]A 可以分解成以下的形式 

[ ] [ ][ ][ ]TA ΨΣΦ=  (35) 

其中矩陣 [ ]Σ 為由矩陣 [ ]A 的奇異值 iσ 所構成之對角矩陣，而矩陣 [ ]Φ 及 [ ]Ψ 則分別為左酋及
右酋矩陣。亦可表為 

[ ] ∑
=

=
N

i

T
iiiA

1

}{}{ ψσφ  (36) 

其中 iφ 及 iψ 為 iσ 所對應到之奇異向量，由此可得 

∑
=

=
N

i i

T b
x

1

}{
}{}{

}{ ψ
σ

φ
 (37) 

在病態問題中，我們可以發現到在矩陣 [ ]A 之中可能存在一個或是多個數值都很趨近於零
之奇異值 iσ ，而也就是因為這些奇異值在數值上都太小或是說太接近於零，所以在數值運
算上極容易產生很大的誤差。更具體地來說，某些奇異值與最大的奇異值之間所相差的比
率太大而導致誤差的產生。為了避免這個麻煩，所以我們可以忽略一些數值趨近於零之奇
異值，而直接以零來取代原本之奇異值，即所謂捨去奇異值分解技巧(Truncated Singular 
Value Decomposition)，以這樣的方式求得我們的近似解。 

Nn
b

x
n

i i

T

≤= ∑
=

,}{
}{}{

}{
1

ψ
σ

φ
 (38) 

對於病態問題所採用的正規化方法大部分都是以一個“近似”的良態問題來取代原
本之病態問題，利用控制n來產生一個不會引起病態行為之矩陣來取代原先的矩陣 [ ]A ，且

藉由正規化矩陣 [ ] ∑
=

=
n

i

T
iiirA

1

}{}{ ψσφ 來逼近原系統的影響矩陣。而如何決定最佳化參數

n，則是正規化方法中的另一個關鍵。一個最常被採用而且又方便的正規化方法就是「L-
曲線」，藉由「L-曲線」可以提供我們在正規化方法中一個最佳或最適當之參數選擇。「L-
曲線」的觀念則是制定了兩個準則，因為在病態問題中我們所求得之解會因為奇異值趨近
於零而產生數值不穩定，產生比解析解要大很多的錯誤解出來。所以，在正規化中一個重
要的準則即是要求所得之「解長度的最小化」。再者，因為我們在正規化中是以逼近的方
法來求解，所以另一個準則即是要求近似解與解析解彼此間的「誤差最小化」，所以在「L-

曲線」中則有 { } 2
x 及 [ ]{ } { } 2

bxA − 這兩個控制正規化的影響項。 { } 2
x 即為針對於解的「敏

感度」的一個指標，而 [ ]{ } { } 2
bxA − 則是針對於解的「扭曲度」的一種指標，我們再依解
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的最小化及誤差最小化的判定原則來選取最佳之參數，取得對於解的「敏感度」及「扭曲
度」的平衡，即為「L-曲線」的角點，如圖 6 所示。在選取最佳化之參數後，即可得解

∑
=

=
n

i i

T b
x

1

}{
}{}{

}{ ψ
σ

φ
為可接受之近似答案。 

 
數值算例 
本數值算例是考慮一定義域為之領域,且半徑為1的拉普拉斯方程式之問題，如圖 5 所
示。算例(1)中，在定義域之邊界可分為兩個部分，在左半圓周之邊界，其已知條件是給定
勢能 )sin(θRu = ，而 )(su 在法向向量之導微 )(st 則為未知量，而在右半圓周則反之，勢能

)(su 為未知，而 )sin(θ=t 則為已知量。算例(2)中，定義域之邊界在左半圓周其已知條件是
給定勢能 )sin(θRu = 跟 )sin(θ=t 在法向向量之導微 )(st 。右半圓周皆為未知量。 
使用邊界元素法之奇異方程式來解此一問題時，在邊界上均勻分佈 20( 1021 == NN )

個常元素為例，首先將間題簡化為 bxA
~~ = 之線性代數問題，反算問題由圖 7可看出在 ][A 中

奇異值之分佈情形，同時可發現有多個數值趨近於零之奇異值，而其多個數值趨近於零之
奇異值即為反算問題誤差來源。若未使用正規化方法來求解，則可得到圖 8之結果，與解
析解相差甚多。在結合了奇異值分解法與 L-曲線的技巧與觀念，而我們可以得到之 L-曲線
圖形如圖 9之情形。考慮 L-曲線圖形曲線轉折處之參數 optn 來做一比較，如圖 10所示，最

後選定以 14=optn 做為最佳化之參數。 

若將元素數目增多( 21 NN = )且利用 L-曲線選定適合之最佳化參數 optn ，則我們可以得

到如圖 11 ~ 14之結果，在元素增多時，我們可以得到較佳之近似解。若在己知邊界及未
知邊界分佈不同元素個數時( 21 NN > )，我們也可以在圖 15 ~ 16中發現， 21 NN > 比 21 NN =
可以得到較佳之結果，元素增多亦然。再者，由圖 17及 18可看出在正算問題及反算問題
中，元素個數改變對求解域內物理量之收歛情形，反算問題部分則包含未採用正規化技巧
及採用 TSVD正規化技巧所得之結果，明顯可看出存在於反算問題中的數值不穩定，及本
研究所提出之正規化方法之成效。 
 
三、結論 
1. 由正算問題之各種 BEM方法中係數矩陣之條件數可得知，在使用廣義間接法及零場
方程式時，雖避開了奇異積分，但隨著元素增多，其矩陣之條件數增大，矩陣行為越
病態。 

2. 在反算病態問題中，使用捨去奇異值分解法及 L-曲線之技巧與觀念，能有效解決矩陣
病態之行為，求得合理解。 

3. 在使用邊界元素法時解反算問題時，在已知的邊界所分佈的元素數目增多則有助於解
之逼近效果。 

4. 若在給定足夠之已知邊界條件下，已知邊界條件之分佈元素個數增多亦有助於求解的
精度。 
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表一、各種邊界元素方法中影響係數矩陣之奇異值 

方法 
 
矩陣 

直接法 
eK  

( aR == ρ ) 

間接法(B) 
iK  

( aR == ρ ) 

零場方程 
eK  

廣義間接法(B’) 
iK  

[ ]U  






=−

=
=

Nla
l

laa
l ,..,2,1,

0,ln2
π

π
λ
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


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π
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

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NlR
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lR

l

l
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π

ρπ
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ρπ
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=
Nl

l
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λ  




=
=
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l
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π
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
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



=−

=
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l
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
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=
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其中 lλ  為 [ ]K 之奇異值，場點 ),( φρ=x ，源點 ),( θRs = ，離散之元素個數為 12 +N 。 eK 及
iK 分別代表外，內域之核函數，K可為U，T ， L或M 。 
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Direct BEM for the well-posed problem 
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圖 1(a) 條件數-元素個數 [U] 
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圖 1(b) 條件數-元素個數  [T] 
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圖 1(c) 條件數-元素個數 [L] 
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圖 1(d) 條件數-元素個數  [M] 

Indirect BEM for the well-posed problem 
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圖 2(a) 條件數-元素個數 [U] 
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圖 2(b) 條件數-元素個數  [T] 
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圖 2(c) 條件數-元素個數 [L] 
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圖 2(d) 條件數-元素個數  [M] 
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Indirect BEM(B’) for the well-posed problem 
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圖 3(a) 條件數-元素個數 [U] 
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圖 3(b) 條件數-元素個數  [T] 
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圖 3(c) 條件數-元素個數 [L] 
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圖 3(d) 條件數-元素個數  [M] 

Null-field eq. for the well-posed problem 
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圖 4(a) 條件數-元素個數 [U] 
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圖 4(b) 條件數-元素個數  [T] 
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圖 4(c) 條件數-元素個數 [L] 
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圖 4(d) 條件數-元素個數  [M] 
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?=u           R       θsinRu =  

       θ  

θsin=t       02 =∇ u       ?=t                      

 

算例 1. 良態問題 

 

θsinRu =          R      ?=u  

                    θ  

θsin=t       02 =∇ u       ?=t  

 

算例 2. 病態問題 

圖 5 算例示意圖 

[ ]{ } { } 2
bxA −  

                                   

 

corner 

 

                                       { } 2
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圖 6 L曲線示意圖 
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圖 7 反算問題之 [ ]A 奇異值 
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圖 8 未正規化之邊界勢能解 
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圖 10不同 OPTn 之解邊界勢能 u(x) 
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圖 11邊界勢能 u(x) 
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圖 12邊界勢能 u(x) 
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圖 13邊界勢能 u(x) 
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圖 14邊界勢能 u(x) 
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圖 15 邊界勢能 u(x)  
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圖 16邊界勢能 u(x) 
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圖 18 反算問題-域內點勢能 u(0.5,0.5) 



中華民國第二十六屆全國力學會議 
THE 26th CONFERENCE ON THEORETICAL AND APPLEID MECHANICS 

Hu-Wei, Taiwan, R. O. C., 20-21 December 2002 

 13 

 


