平面與空間曲線曲率研究與軌跡動畫模擬
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摘要

本論文主要探討平面與空間曲線。由向量微積分的觀點，利用曲線弧長與時間參數表示法作為切入點，引入Frenet formula的手法求得空間曲率。針對已知曲線起始點、起始架構與相關曲率之限制條件下，透過Frenet formula轉換成具初位置與初架構(frame)之聯立微分方程組求解問題，此聯立方程組可寫成狀態方程，並用
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計算。最後運用Mathematica軟體來建構軌跡動畫。相信本文對日後學生學習、老師教學與工程運用都會有相當的幫助。
前言
在日常生活中，一般道路在直線段並無曲率或稱曲率半徑無限大。但在於曲線路段時，將產生離心力，使車輛滑出車道，並造成翻車。所以車輛由直線段進入曲線段在此兩路段間必需逐漸調整方向，而在圓曲線路段內車輛有一定的離心力，在公路設計時亦需要有一路段區間以供調整路面的傾斜度以平衡車輛離心力，再則曲線路段內車輛後輪將向圓心方向偏移，所以圓曲線路段需要加寬，這路線方向的調整、路面傾斜度的漸變以及路面加寬通常會由曲率來決定，超高設計是與曲率有關的。在數學應用上，通常使用微積分技巧求曲線之曲率，而曲率主要是用來描述曲線上某處，曲線彎曲變化的程度。當曲線軌跡推至三維後，描述線段軌跡的因素則多了一項扭率。在材料力學梁橈曲中[1]，計算正向應力時的推導，亦需使用到曲率觀念。拜現代科技進步所賜，目前學習趨向多元化，不僅有前人推導的相關理論，更可藉由更多的輔助學習工具，增進學習速度和效率。本論文使用了Symbolic software的Mathematica[2-3]，利用其強大的符號運算能力，更可輸出以動畫模擬。不同以往的靜態教學，增添動畫模擬的輔助，更能吸引初學者令其產生極大之學習興趣。
研究方法與步驟
1. 文獻回顧與探討
1.1 Frenet formula
　　給一空間曲線，其時間參數表示式為
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，藉由弧長關係式可寫成
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若將時間參數表示法轉至空間參數表示法，則
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其中，
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為位置向量。單位切向量
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，定義為

                  
[image: image7.wmf]dr

ds

t

=

%

%

                 (3)

其中，
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為微小弧長。單位法向量
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因與
[image: image10.wmf]t
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正交，故可令
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單位雙法向量(binormal vector)
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，則與
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向量正交。因此可得
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則
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三向量的關係，如圖一所示
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由(3)式可知，單位切向量可表示為
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將
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利用泰勒展開式將
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將(8)與(9)式代入(7)式，可得
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可推得
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(13)式代入(11)式可得
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則
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由(15)式與圖二可得
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將(17)式代入(4)式，可知
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則
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用(20)式可知，
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正交關係，故可令
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因
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則
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(18)式代入(23)式可得
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因
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正交，可得
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由(21)式等號兩邊與
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作內積，可得
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因
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正交，可得
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所以
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因此令
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其中
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為扭率，而
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又
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相互正交，故
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整理(18)、(29)與(33)式得狀態空間表示式如下：
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令
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則(34)式可寫成
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即為 Frenet formula，其中  
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可看出
[image: image65.wmf]A

為反對稱矩陣。

1.2 求解過程
　　計算步驟流程分述如下：
(a) 轉換參數表示法。將時間曲線參數式，轉換成弧

    長表示式
[image: image66.wmf]()

rs

%

。

(b) 求單位切向向量
[image: image67.wmf]t

%

。

(c) 求曲率半徑
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。

(d) 求法向量
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。

(e) 求雙法向量
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。

(f) 求扭率
[image: image71.wmf]s

。

(g) 列出聯立微分方程並求解。
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給定初位置
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，與初架構(frame) 
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(h) 利用 Frenet formula 求得的解，並將
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與
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 座標架構隨參數變化以動畫呈現。

(i) 利用Mathematica 符號運算軟體作出三維軌跡動畫。

　
2. 矩陣函數技巧與應用[5-17]

2.1 傳統方法

假設有一矩陣
[image: image78.wmf]A

，其特徵向量組成的矩陣為
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可寫成
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其中
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則
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所以
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2.2 Jordan 正則式(Canonical Form)
假設有一
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矩陣
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，其特徵值有二重根，可利用Jordan Canonical Form解決重根問題，矩陣特徵值有二重根時Jordan Form表示為
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其中
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為特徵值，以下為
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所以
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推導過程如下：

喬登基本矩陣定義如下


[image: image96.wmf]100

010

001

000

J

l

l

l

l

éù

êú

êú

=

êú

êú

ëû

            (48)

則
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2.3 矩陣餘式定理[18]
　　給一矩陣
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，其特徵方程式為
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將
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分別代入(50)式，可求得
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。再由實數和矩陣可互換性質，將實數換為矩陣可寫成
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代入矩陣
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得
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研究結果

3. 比較二維各種曲率表示式
在 Frenet formula 中，扭率若為零的特例情況

下，可將空間曲線簡化為二維平面曲線。各種二維曲線之曲率計算方法整理比較於表一。
表一　二維曲率半徑表示式之比較表 

	
	微積分推導
	Frenet Formula

	曲率計算式
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	優點
	任何參數式均可適用。
	計算上較方
便，但參數式須為弧長表示法。
	函數型為
[image: image112.wmf]()

yyx

=

時，較適用。

	說明
	若函數為
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故可直接利用此法，計算曲率半徑，不用轉換為弧長表示法。
	若函數為
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，故利用此方法計算曲率半徑會比較迅速。
	1.若函數為
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為函數型式，故可直接利用此法計算曲率半徑。
2.此方法彈性比較大，只要是參數表示式均可使用。
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4. 狀態方程求解
　　軌跡方程可寫成狀態方程，因此可用
[image: image119.wmf]At
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求解。簡單列出其解題過程，並為接下來的曲線動畫做準備。

例題1. 解如下狀態方程，求切向量
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已知控制方程
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初架構(frame)
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初位置
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設
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而
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則
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可解得
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其中，
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代入(53)式
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得
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再把
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做積分得
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將(54)式帶入，則空間曲線
[image: image138.wmf]((),(),())
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5. 曲線動畫與Frenet formula參數研究
　　利用例題1. 的曲線針對初位置、初架構、曲率與扭率做參數研究。

5.1 曲線動畫
黑線為空間曲線，紅線表示
[image: image140.wmf]()
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，綠線表示
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，藍線表示
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，如圖三所示
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圖三　空間曲線圖
5.2 改變初位置
改變初位置，僅平移改變其初始點如下：
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黑線為
[image: image146.wmf]()
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與藍線為
[image: image147.wmf]()

b

。發現曲線形狀並未改變。如圖四所示
[image: image235.wmf]2
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[image: image148]
圖四　改變初位置表示圖
5.3 改變曲率半徑
[image: image149.wmf]r


　　改變曲率半徑則會影響曲線投影於
[image: image150.wmf]xy

平面上圓之大小，如圖五(a)與(b)所示
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[image: image151]
圖五(a)　改變曲率半徑之曲線
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圖五(b)　改變曲率半徑之曲線與三向量
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5.4 改變扭矩
[image: image156.wmf]s


　　改變
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扭矩常數為影響曲線之陡峭程度，
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越大曲線較為平緩，如圖六(a)與(b)所示
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圖六(a)　改變
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之曲線
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圖六　改變
[image: image163.wmf]s

之曲線與三向量
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6. 空間曲線之時間與弧長參數表示法[19]
曲線時間與弧長參數表示
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[image: image167.wmf]a

為半徑，
[image: image168.wmf]a

為角度，
[image: image169.wmf]s

為變數，如圖七所示
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圖七　空間曲線之
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半徑與
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角度
6.1 改變半徑
半徑控制曲線投影於
[image: image173.wmf]xy

平面上形成圓半徑之大小，
半徑越大圓越大，如圖八(a)與(b)所示，其中固定(角度) 
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圖八(a)　改變半徑之曲線(側視圖)
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圖八(b)　改變半徑之曲線(俯視圖) 
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6.2 改變角度
角度控制曲線陡峭程度，為一曲線之水平角，角度越大曲線越陡，如圖九(a)與(b)所示，其中固定(半徑)
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圖九(a)　改變角度之曲線(側視圖)
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圖九(b)　改變角度之曲線(俯視圖) 
[image: image189.wmf](1)
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7. 三維空間球座標狀態方程矩陣討論[20]
7.1 球座標
向量
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，長度
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如圖十所示
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　圖十　球座標定義
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則
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分別對
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所以
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由於
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得
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上式狀態方程矩陣亦是反對稱。
7.2 圓柱座標
空間上任一點
[image: image209.wmf](,,)

xyz

可以表示為圓柱座標
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，如圖十一所示
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圖十一　圓柱座標定義
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令位置座標
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則
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所以
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整理得
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上式狀態方程矩陣亦是反對稱。

結論與建議
　　本文先討論
[image: image227.wmf]At

e

的兩種計算方法(含傳統與矩陣餘式定理)，並用於空間曲線中求Frenet formula的曲線軌跡，同時也對Frenet formula中的曲率與扭率做更進一步的分析及探討，包含曲線動畫、改變曲率半徑、改變扭率與改變初位置均一併討論。在求解
[image: image228.wmf]At
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矩陣函數時，傳統方法較為一般人所知，但當遇到
[image: image229.wmf]A

矩陣特徵值有重根時，就必須利用到Jordan 正則式(Canonical Form)的技巧，而矩陣餘式定理較具一般性，適合解任一之矩陣函數，而遇到重根問題時可運用微分運算求得所缺少的方程式，是個實用面和適用性較高的方法。接下來透過純座標轉換，展現Frenet formula獨有的特性，找到對應的反對稱矩陣，最後建立空間曲線之時間與弧長參數表示法，對於二維曲線則視
[image: image230.wmf]A

特例亦有探討。由於動畫模擬的方式可將較為抽象的三維空間曲線隨弧長變化完整呈現於眼前，引起學習之興趣，故本文不僅可提供Mathematica動畫之初學者作為參考，還可以當作教學上之一輔助工具，提升教與學之效能。
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