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摘 要 

本文主要目的係以理論探討虛擬頻率發生的機制，並採用對偶積分方程的直接法及間接法

作解析證明，研究結果顯示虛擬頻率發生的位置與使用的數值方法及使用的核函數及奇異源分

佈的位置有關，而與外域問題所給定的邊界條件型式無關，並以一維Helmholtz方程為範例證

明此一結論。 

A Study of Fictitious Frequency Problem in Exterior 
Helmholtz Equation  
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Abstract 

     The principal objective of this paper is to understand the occurring mechanism of the fictitious 
frequencies by using analytical approach. Both the direct and indirect methods of the dual boundary 
integral equations are applied to demonstrate it. The present study indicates that the occurring 
positions of the fictitious frequencies depend on the numerical method, the kernel function and the 
distribution position of singularity. It is found that the fictitious eigenvalues are independent of the 
boundary conditions of the exterior problem. To verify this, a one-dimensional Helmholtz equation 
is used to demonstrate it.    

                 

一、前言 
當一單自由度振動系統承受含自然頻率之外力

激發時，會產生振動放大的現象，此種現象稱為共
振，為自然發生的物理現象，在數學與物理上均可
反應此事實。然而，於積分方程解外域聲場問題時，
會發生解不唯一的虛擬頻率(fictitious frequenc- 

y)，又可稱為寄生頻率(parasite frequency)或稱之為
不規則頻率(irregular frequency)，此非自然現象，乃  
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是因採取的數值方法過程中所衍生的問題，因為在
純解析推導時並不產生此種問題。為了克服此種問
題 ， Schenck (1968) 曾 使 用 CHIEF (Combined 

Helmholtz Integral Equation Formulation)法，以域內
點邊界積分方程式為輔助條件，補足不足的束制條
件。此法所選取的點若不巧為對應之內域問題模態
的結點(node ) 時將會失效，亦即得到的是無效的方
程式(trivial equation)，而該方法在愈高頻時失敗的
可能性就愈高(Seybert ＆ Rengarajan 1989)。後來
Burton ＆  Miller (1971) 及 Lee ＆  Sclavounos 

(1989)，亦曾提出合成奇異積分方程式與超奇異積
分方程式的純虛數倍的方法，可在任意波數下均可
得唯一解(Cun- efare ＆ Gray 1989)，該方法可說是



將波數軸的極點移離實軸，以避免虛擬頻率的發
生。此法雖有對偶積分的架構，但不同的是使用時
係只用一個合成式，在含退化邊界問題的應用上，
仍然有其盲點。而對偶邊界元素法使用兩式，可同
時解決退化邊界與虛擬頻率的問題。若改以有限元
素法分析外域聲場問題，雖無所謂的解不唯一的虛
擬頻率問題，但為了滿足遠域輻射條件，需引入無
限元素的觀念，DtN(Dirichlet to Neumann)法(Givoli 

et al.,1997)即為一例，Malenica ＆ Chen(1998)利用
改變對應虛擬內域的邊界來確保所有頻率下解的唯
一性。因虛擬頻率係伴隨在我們所使用的積分方程
中，故在陳與洪(1992)的書中稱虛擬頻率為寄生的
數值共振頻率，而非實際的物理現象。此點更可由
聲波、水波、彈性波、電磁波、浮體工程、置入物
(inclusion)波場、聲波結構互制、流體結構互制、土
壤結構互制(李，1992)與聲場全像術等領域的研究
找到，且可看出問題的數學本質是一致的，即以數
值觀點來看可視為 0/0 的數值不定型。雖然理論上
可使用 L’Hospital 法則予以克服，但是數值執行上
有其困難。 

文獻上對於虛擬頻率所發生位置，Shaw(1979)

曾提出：“外域的 Dirichlet 問題所產生的虛擬頻率會
對應到內域 Neumann 問題的共振頻率，而外域的
Neumann 問題所產生的虛擬頻率會對應到內域
Dirichlet 問題的共振頻率”，Martin(1980)也曾提出：

“一個外域的 Dirichlet 問題所產生的虛擬頻率會

對應到內域的 Neumann 問題解的特徵頻率”，Rizzo

等(1985) ，Rezayat 等(1986)及 Huang 與 Fan(1991)，
都以為外域問題的邊界條件型式會影響虛擬頻率發
生 的 位 置 ， 其 中 Rizzo 等 (1985) 指 出 “Fictitious 

eigenvalues are equal to eigenvalues of interior 
domain``with reverse” boundary conditions.”，然而
Wu 與 Seybert(1991)卻提及“The exterior Dirichlet 

integral equation fomulation breaks down or yields a 

nonunique solution at the eigenvalues of the 
corresponding interior Dirichlet problem” 。 在
SYSNOISE 的商業軟體亦曾提及此論點。以上論點
均有矛盾之處，亦即影響虛擬頻率發生的因素，可
能跟問題給定邊界條件的型式(Dirichlet或 Neumann

型)、解表示式中核函數的型式(U，T，L 與 M)、積
分方程的型式(Fredholm 型或 Volterra 型)、積分方
程的類別(第一類或第二類)、對偶積分方程的第一
式或第二式、BEM 的方法(直接法或間接法)、奇異
源分佈的位置…等有關。Chen(1998)以對偶級數模
式與核函數中兩個基底的 Wronskian 值解析探討外
域聲場的虛擬頻率問題，並以對偶邊界元素的數值
方法配合矩陣的行列式值、秩數、條件數予以釐清
真正影響虛擬頻率發生位置的原因。本文將以一維
為例，使用不同的數值方法及不同的核函數來說明
影響虛擬頻率發生位置的可能原因。 

二、 理 論 推 導 

2.1 控制方程式及邊界積分方程式 
(A).對偶積分架構(直接法)： 

線性化聲波方程式的控制方程式為 
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其中 u 為速度勢位，D 為問題的定義域，c 為聲速，
Q(x,t)為聲源項。若無聲源項，則在頻率域的控制方
程式(1)可改寫成 

 
    022 =+∇ uku                        (2) 

                              
其 中 u 為 u 的 Fourier 轉 換 ， k 為 波 數 表 為

ck /ω= ，其中ω為角頻率。 

定義基本解 U(x,s)滿足下式 

 
    )(),(),( 22 sxsxUksxU −=+∇ δ           (3) 

                                          
其中δ 為 Dirac delta 函數。引入格林第三定理，可
得到域內點(外域問題)對偶積分式的第一式如下： 

                                           
    ∫= B

sdBsuxsTxu )()(),()(2α  
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B
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其中，α 為一常數(和維度有關)。針對外域聲場的
虛擬頻率問題與含退化邊界問題，均需將法向微分
運算子作用到上式後，可得第二式 
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其中，
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)()(  且為速度勢位法向導微。 
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以上核函數間滿足對偶積分架構的對偶關係如下： 
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當 x 推到平滑邊界時，則可得邊界點的對偶積分方
程如下： 
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同理可得邊界積分第二式如下：  
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其 中 R.P.V. 代 表 黎 曼 主 值 (Riemann Principal 

Value) ， C.P.V. 代 表 柯 西 主 值 (Cauchy Principal 

Value)，H.P.V.代表阿達馬主值(Hadamard Principal 

Value)，而 U，T，L，M 分別代表對偶積分模式的
四個核函數。 

(B).間接法 

第一類對偶邊界積分式(單層勢能法) 
    ∫ ′

′=
B
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第二類對偶邊界積分式(雙層勢能法) 
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其中， B′為退縮邊界。 

 

2.2 虛擬頻率發生機制之解析 
    為 簡 單 起 見 ， 本 文 考 慮 一 維 問 題 ， 此 時

2/1=α ，並針對不同的輔助系統予(取基本解)其核
函數說明如下： 

(1).輔助系統為一維含自由端半無窮域的基本解，四
個核函數可分別表為： 
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(2).輔助系統為一維含固定端半無窮域的基本解，其



四個核函數可分別表示如下： 
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(3).一維無窮域基本解的四個核函數如下 
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其中 sxr −= 。 

 
[解析例一]、考慮如圖(1)之欲解系統，輔以如圖(2)

之半無窮域自由端的輔助系統，以直接法並分別考
慮(a).Dirichlet 及(b).Neumann 邊界條件的外域問
題，求虛擬頻率發生的位置。 

 
    uau ˆ)( = (Dirichlet 邊界條件) 

        a                              ∞   

    tat ˆ)( =  (Neumann 邊界條件) 

                 圖(1) 欲解系統 u(x) 
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                 圖(2 )輔助系統 U(x,s)            

控制方程式及邊界條件： 
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Dirichlet 邊界條件： uau ˆ)( =  

Neumann 邊界條件： tat ˆ)( =  

基本解 ),( xsU 滿足下式 
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 (1). 對欲解系統及輔助系統取功能互換，可得 
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當 +→ as                                 
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當 −∞→s  
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(a).代入 Dirichlet 邊界條件 uau ˆ)( = ，為求邊界之

t 值(30)式中 cos(ka) 移至分母，可得 

)cos(
)(

ka
pat = ,  p 為一常數，   

產生虛擬頻率的位置為 

 
0)cos( =ka                        (31) 

 

即  
a

nk
2

)12( π+
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(b)代入 Neumann 邊界條件 tat ˆ)( = ，同理所產生

虛擬頻率的位置為 
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將 )sin()cos( kaikae ika −=−   

)(sin)(cos1 22 kaka +=    代入亦可得 
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由式(31)及(32)表明不論外域問題的邊界條件型式
為何，虛擬頻率發生的位置皆相同，顯然在輔助系
統選定後，與欲解系統的邊界條件型式無關。 

 

(2).將直接法第一式作法向微分後即得直接法對偶

積分方程第二式，再對 x 作線積分再將 +→ as 及
−∞→s 後，代入邊界條件可得 

(a).Dirichlet 邊界條件 uau ˆ)( = 虛擬頻率發生位置 
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即 
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(b).Neumann 邊界條件 tat ˆ)( = 虛擬頻率發生的位置 
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由式(33)及(34)再次表明不論邊界條件為何，虛擬頻
率發生的位置皆相同。 

[解析例二]、考慮如圖(1)之欲解系統，輔以如圖(2)

之半無窮域自由端的輔助系統，以間接法並分別考
慮(a).Dirichlet 及(b).Neumann 邊界條件求虛擬頻率
發生的位置。 

(1).間接法第一類(U，L)，輔助系統為半無窮域自由

端的間接法積分方程  
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(a).代入 Dirichlet 邊界條件得 
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因為若欲求得 )(aφ 則式(35)成為 
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所以產生虛擬頻率的位置為 
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(b).代入 Neumann 邊界條件得 
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所產生虛擬頻率的位置為 
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(2).同理第二類(T，M)，輔助系統為半無窮域自由
端的間接法積分方程求得之虛擬頻率： 

(a).Dirichlet 邊界條件 uau ˆ)( = 虛擬頻率的位置為 
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(b).Neumann 邊界條件 tat ˆ)( = 虛擬頻率發生的位

置 
0)sin( =ka                         (39)  

亦即 
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由式(36)，(37)及式(38)，(39)亦再度表明虛擬頻率
發生的位置與邊界條件型式無關。 

    以半無窮域自由端為輔助系統，用直接法及間
接法解析的虛擬頻率將上述結果，並為方便比較，
亦將內域問題共振頻率列於表 1.。同理以半無窮域
固定端為輔助系統，用直接法及間接法解析的虛擬
頻率則列於表 2.。 

三、 結果與討論 
由本文解析探討証明得知，如經由對偶積分

式理論中以不同的方法如直接法(第一式、第二式)
或間接法(第一類、第二類)或不同的核函數來求解
此類問題時，將伴隨著不同的虛擬頻率，經由証明
得知與一些學者所言：外域的 Dirichlet 邊界條件產
生的虛擬頻率會對應到內域 Neumann 邊界條件的
共振頻率，外域的 Neumann 邊界條件產生的虛擬
頻率會對應到內域 Dirichlet 邊界條件的共振頻率，
這是不正確的。應該是不論問題給定的邊界條件型
式為何，直接法第一式得到的虛擬頻率皆相同，直
接法第二式得到的虛擬頻率亦皆相同，可知此頻率
與邊界條件無關。這是因為虛擬頻率於實際解析推
導並無此問題，此因數值處理產生的虛擬頻率，其
實等於在處理一不定型的極限 0/0 問題。此因未定
係數僅含分子部份，無法反應出此存在的有限值，
且因為要造成分母為零的頻率為無理數，於數值運
算時，雖然不會有數值無效情形，但是於虛擬頻率
附近其數值敏感性很大，因此易造成偏離正解的誤
差。    

四、結 論 
在本文中我們以一維含自由端及固定端半無窮

域的基本解為輔助系統，再以直接法及間接法來証
明我們的論點，我們釐清了虛擬頻率的產生位置與
欲解問題的邊界條件是無關的，而是與使用的數值



方法、核函數的種類及奇異源所分佈的位置有關。 

至於二維及三維 Helmholtz 方程的虛擬頻率問
題，其發生的機制與一維問題是一致的，我們已用
數值計算結果來証明此結論，並將在其他期刊發表。 
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