
 1 

題目:含孔洞二維 Helmholtz 方程特徵值問

題假根探討 

 

一、需要指導教授指導內容: 

1. 邊界元素法理論基礎 

2. 多倒易法程式建立 

3. 特徵值問題之求解 

4. 奇異值分解法理論 

5. 真假根理論預測 

6. 例題測試 

 

二、研究動機、方法及步驟: 

(1) 研究動機: 

    以往求解 Helmholtz 方程的特徵問題時，多半以複

數基本解處理，傳統上邊界元素法為避免在複數域下求

解，可將 Helmholtz 方程式中含特徵值項視為 Laplace 

方程式之外力源，但是此外力源會導得一內域積分項，

因而使得在利用邊界元素法求解時，仍需對內域作離散 

。如此，將失去邊界元素法優點。本計劃將結合多倒易



 2 

法與對偶邊界元素法，建立二維特徵值問題的理論推

導，並進行解析推導與數值計算，以及求解二維空間含

孔洞問題之自然頻率與自然模態。 

(2) 研究方法: 

    對於傳統多倒易法之增根現象，除了利用多倒易法

中超奇異方程過濾外，我們也可以把實數型對偶多倒易

法中的奇異方程和超奇異方程結合後再使用奇異值分解

法，能更有效地將增根測出來並濾除之，最後將以解析

方式加以說明增根的現象，進而建構一套適用於求解任

意二維聲場之聲頻聲模的程式。 

(3) 研究步驟: 

(a)考慮二維特徵值問題，其控制方程式為: 

根據對偶多倒易法，奇異方程式和超奇異方程式

分別如下: 

其中C.P.V，R.P.V和H.P.V.分別表示柯西主值，
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黎曼主值以及阿達馬主值。 

      (b)我們採用常數元素，以及將對偶多倒易法積分方

程離散化，得到: 

移項整理之後 

(c)為了簡單，我們先處理Neumann問題，因此(5)、

(6)式將簡化為 

式子(7)、(8)即成為一般我們所處理的非線性特

徵值問題，不過由於少了虛部的束制條件，將導

致增根的現象，所以我們會從式子(7)中得到一些

特徵值，不過它們並不會滿足式子(8)，同理我們

也會從式子(8)得到一些特徵值，他們也不會滿足

式子(7)，故我們定義殘餘值 
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可能真正的特徵值之後，再求出其模態，然後由

nodal lines 及正交特性確定其是真正的根。 

(d)另外，還有一種方法，就是使用奇異值分解法，來

判定真假根，我們可以先結合(7)、(8)式，使得: 

對於真的根而言，矩陣[C(k)]的秩原本為N降為N−1

以求得非零解。 

所謂奇異值分解法，說明如下: 
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個奇異值等於零時(0 ≤ p ≤ n )，也就是說矩陣

[A]的秩將降為n − p，對真的特徵值而言，若秩

將降為n − p時，即表示此根重根p次，可是若

為假根的話，矩陣[A]的秩仍是n，也就是其最小

奇異值不為零。 

當判斷出示真根之後，若要尋求特徵向量可利用

下式去求得: 

利用SVD技巧除了有效率地判斷真假根之外，還

有一好處及能判定特徵值的重根性 
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三、目標: 

     探討二維聲場特徵頻率問題，推導多倒易法的奇異

積分方程及超奇異方程，並以所求得的影響係數矩陣與

對偶邊界元素法做比較，進而探討之間的關係，藉以了

解MRM發生增根的機制，以建立一套分析自然聲頻與聲

模的對偶多倒易法之數值計算方式，以求得含孔洞的二

維空間聲場之自然聲模。 

 

四、預期結果: 

    1.對偶多倒易法結合奇異值分解法已成功地應用在

圓形、方形以及一些含不完全隔開空間的例子上

相信應能順利地求出含孔洞的例子。 

    2.特地應用對稱的例子，例如圓形的、方形的，對

於以前使用牛頓法等來求解特徵值問題，也許會

有困難，但是配合使用奇異值分解法，大概除了

找出特徵值之外，還能判定他的重根性質。 

    3.由於實數型對偶多倒易法與複數型對偶邊界元素

法比較之後，少了虛部的限制，導致增根現象產

生，所以應能導出為什麼會有增根的機制理論。 
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